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Spis ozna
ze«
N � zbiór li
zb naturalny
h: 0,1,2,. . .
N+ � zbiór li
zb naturalny
h dodatni
h
R � zbiór li
zb rze
zywisty
h
C � zbiór li
zb zespolony
h
H � zbiór li
zb przestrzeni R4 (kwaterniony)
AT � ma
ierz transponowana do ma
ierzy A

A−1 � ma
ierz odwrotna do ma
ierzy A

A2 � ma
ierz kwadratowa przemno»ona przez siebie
I � ma
ierz identy
zno±
iowa (jednostkowa)
In � ma
ierz identy
zno±
iowa (jednostkowa) wymiaru n

O(N2) � rz¡d zªo»ono±
i obli
zeniowej N2HR(a, b) � zbiór operatorów OHR zbudowany
h dla pierwszego w�zªao wspóªrz�dnej ze staªym krokiem nale»¡
ej do przedziaªu [a; b]MHR � metoda HROHR � operator HR2D � obraz dwuwymiarowy3D � obraz trójwymiarowy
(

n
i

) � symbol Newtona
ρ(N) � li
zba Radona dla N ∈ N

P ⊗ Q � ilo
zyn tensorowy ma
ierzy P i Q

[a; b] � przedziaª domkni�ty o po
z¡tku a i ko«
u b

(a; b] � przedziaª lewostronnie otwarty
[a; b) � przedziaª prawostronnie otwarty
{a; b; c} � zbiór o elementa
h a, b, c

(x, y, z) � punkt o wspóªrz�dny
h x, y, z w przestrzeni R3

(x, y) � punkt o wspóªrz�dny
h x, y w przestrzeni R2

(x1, x2, . . . , xn) � wektor o wspóªrz�dny
h x1, x2, . . . , xn

〈x,y〉 � ilo
zyn skalarny wektorów x i y

0 � wektor zerowy (wektor o wszystki
h wspóªrz�dny
h zerowy
h)
〈m,n〉 � zbiór li
zb 
aªkowity
h od m do n,

〈m,n〉 = {m,m + 1, . . . , n − 1, n}

4



Rozdziaª 1Wst�p1.1 Metody rekonstruk
ji konturuZagadnienie odtworzenia konturu 
zy dowolnej krzywej na podstawie pewnej ilo±
ipunktów kontrolny
h jest istotne w gra�
e komputerowej, przetwarzaniu obrazui w ty
h gaª�zia
h nauki, w który
h wa»ne jest zrekonstruowanie ksztaªtu obiektu.Na przykªad w sytua
ji, gdy zdj�
ie satelitarne nie przedstawia 
aªego konturu bu-dynku, istnieje potrzeba przybli»enia ksztaªtu na podstawie posiadany
h lub przewi-dywany
h punktów 
harakterysty
zny
h dla danego obiektu. Innym przykªademzastosowania metod odtwarzania konturu jest zagadnienie kompresji mapy. Namapie w zale»no±
i od jej przezna
zenia mog¡ wyst�powa¢ ró»nego rodzaju linieotwarte 
zy zamkni�te (np. poªudniki, równole»niki, poziomi
e, warstwi
e, izobary,izobaty, izohipsy itd.). Zapami�tanie ka»dej linii na mapie za pomo
¡ odpowied-niego zbioru w�zªów (kompresja mapy) i rekonstruk
ja z du»¡ dokªadno±
i¡ (dekom-presja bezstratna lub maªostratna) to tematyka w
i¡» aktualna w zwi¡zku z ros-n¡
¡ ilo±
i¡ dany
h potrzebny
h do analizowania, przetwarzania i ar
hiwizowania.Równie» w obrazie wideo zapami�tanie ksztaªtu obiektu i odtworzenie konturu poprzemiesz
zeniu obiektu jest wa»nym tematem.W 
elu aproksyma
ji ksztaªtu stosuje si� wielomiany lub krzywe wy»szego rz�du[122℄. W zastosowania
h informaty
zny
h wykorzystuje si� przede wszystkim przy-bli»enie (aproksyma
j�) konturu za pomo
¡ krzywy
h Béziera. S¡ to parametry
znekrzywe wielomianowe powsze
hnie stosowane w programa
h do projektowania in-»ynierskiego CAD (Computer Aided Design), projektowania gra�ki komputerowej(np. Corel Draw), do reprezentowania obrysów znaków w fonta
h komputerowy
h(np. TrueType), w systema
h przetwarzania gra�ki (np. PostS
ript) oraz w gra�
ewektorowej (format SVG�S
alable Ve
tor Graphi
s). Ksztaªt krzywej Béziera de-terminuj¡ wielomiany dowolnego stopnia n na podstawie n+1 punktów kontrolny
h
Pi, z który
h dwa pokrywaj¡ si� z ko«
ami krzywej, natomiast pozostaªe n − 1punktów le»y poza krzyw¡ i sªu»y do jej okre±lenia [114℄. Li
zba wielomianów jestrówna wymiarowi przestrzeni, tzn. do opisu krzywej pªaskiej potrzebne s¡ dwawielomiany (x, y) = (X(t), Y (t)), t ∈ [0; 1], a dla krzywej w 3D trzy wielomiany
(x, y, z) = (X(t), Y (t), Z(t)), t ∈ [0; 1]. Dowolny punkt na krzywej opisywany jestrównaniem:

P (t) =

n
∑

i=0

Pi · Bn
i (t) dla t ∈ [0; 1] (1.1)gdzie: 5
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Bn

i (t) =
(

n
i

)

ti(1 − t)n−i � wielomiany bazowe Bernsteina.
Rysunek 1.1. Krzywa Béziera trze
iego stopnia.Wspóªrz�dne dowolnego punktu P (t) na krzywej z Rys. 1.1 mo»na znale¹¢ nast�pu-j¡
o:

(x(t), y(t)) = P (t) = P0(1−t)3+3P1t(1−t)2+3P2t
2(1−t)+P3t

3 dla t ∈ [0; 1]. (1.2)

Rysunek 1.2. Krzywa Béziera stopnia 14.Teorety
znie krzyw¡ mo»e opisywa¢ dowolna ilo±¢ punktów kontrolny
h, le
zwielomiany stopnia wi�kszego ni» trzy (Rys. 1.2) nie s¡ stosowane w prakty
e z dwó
hwzgl�dów:1. zªo»ono±¢ obli
zeniowa wyzna
zania punktu na krzywej jest du»a,2. wszystkie punkty kontrolne maj¡ wpªyw na ksztaªt krzywej, przez 
o trudniejkontrolowa¢ jej ksztaªt i niewielkie przesuni�
ie jednego z punktów kontrolny
hmo»e zna
z¡
o wpªyn¡¢ na przebieg krzywej (niestabilno±¢ metody).W zwi¡zku z tym naj
z�±
iej wykorzystuje si� wielomiany stopnia trze
iego (Rys. 1.1)lub skleja si� kilka krzywy
h i tworzy krzyw¡ B-sklejan¡ (B-spline).
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Rysunek 1.3. Krzywa B-sklejana trze
iego stopnia, zbudowana z pi�
iu krzywy
hBéziera.Wad¡ krzywy
h Béziera jest fakt, i» nie mo»na za i
h pomo
¡ opisywa¢ krzy-wy
h sto»kowy
h (np. okr�gu, elipsy, paraboli, hiperboli). Tej wady nie posiadaj¡wymierne krzywe Béziera posta
i:
p(t) =

(

X(t)

W (t)
,

Y (t)

W (t)
, . . .

)

. (1.3)Dokªadniej:
p(t) =

n
∑

i=0
wiPi · Bn

i (t)

n
∑

i=0
wi · Bn

i (t)

dla t ∈ [0; 1] (1.4)gdzie:
Bn

i (t) =
(

n
i

)

ti(1 − t)n−i � wielomiany bazowe Bernsteina,
wi � waga punktu kontrolnego Pi (dowolna li
zba rze
zy-wista zale»na od typu krzywej sto»kowej).Wymierne krzywe Béziera mog¡ reprezentowa¢ wszystkie krzywe sto»kowe (
o mazna
zenie w zastosowania
h CAD): rzut perspektywi
zny krzywej wymiernej jest za-wsze krzyw¡ wymiern¡ (istotne w gra�
e komputerowej), natomiast rzut perspekty-wi
zny krzywej wielomianowej nie musi by¢ krzyw¡ wielomianow¡; wagi wi pozwalaj¡na lepsz¡ kontrol� ksztaªtu krzywej.Podkre±li¢ nale»y dwie wady krzywy
h Béziera w odtwarzaniu konturu:
• Rekonstruk
ja ksztaªtu za pomo
¡ krzywy
h Béziera nie jest rekonstruk
j¡dokªadn¡, 
zyli kompresja konturu za pomo
¡ punktów kontrolny
h oraz od-tworzenie konturu z wykorzystaniem krzywy
h Béziera jest dekompresj¡ strat-n¡ (Rys. 1.4) i mo»e by¢ stosowane tylko tam, gdzie dopusz
zalne s¡ pewneznieksztaª
enia ksztaªtu obiektu (np. niewido
zne lub maªo zna
z¡
e dla okaludzkiego). Natomiast w przypadku wymaganej rekonstruk
ji bezstratnej lubmaªostratnej wielomiany 
zy krzywe B-sklejane nie mog¡ by¢ u»yte.
• Wi�ksza ilo±¢ punktów kontrolny
h nie zawsze wi¡»e si� z wi�ksz¡ dokªadno±
i¡odtworzenia konturu, le
z mo»e prowadzi¢ do zna
zny
h znieksztaª
e« krzywej(niestabilno±¢ metody); przesuni�
ie jednego punktu kontrolnego zmienia 
aª¡krzyw¡.
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Rysunek 1.4. Aproksyma
ja konturu za pomo
¡ krzywy
h B-sklejany
h (ostatnifragment zawiera punkty kontrolne) [59℄.Opró
z krzywy
h Béziera w aproksyma
ji konturu wykorzystywane s¡ krzyweHermite'a (równie» s¡ to parametry
zne krzywe wielomianowe) [51℄. Inn¡ te
hnik¡zapisu konturu jest reprezenta
ja ksztaªtu obiektu za pomo
¡ grafu [82℄. Dzi�ki temustopie« kompresji obrazu jest lepszy ni» w wielu powsze
hnie stosowany
h metoda
h,le
z dekompresja jest stratna (Rys. 1.5). Przykªadem stratnej kompresji konturu jesttak»e kodowanie ksztaªtu z wykorzystaniem wspóªrz�dny
h biegunowy
h i Dyskret-nej Transformaty Cosinusowej [100℄. Równie» aproksyma
ja za pomo
¡ wielomianówi krzywy
h wy»szego rz�du metod¡ PPE (Progressive Polygon En
oding) [63℄ jeststratn¡ rekonstruk
j¡ konturu. Stosowane jest tak»e budowanie konturu na pod-stawie szkieletu, np. podziaª konturu i odtworzenie metod¡ DCE (Dis
rete CurveEvolution) [62℄, [119℄, le
z i takie podej±
ie mo»e prowadzi¢ do niedokªadnej rekon-struk
ji konturu.Brak jest bezstratnej lub maªostratnej oraz efektywnej obli
zeniowo metody re-konstruk
ji konturu, która wraz ze wzrostem li
zby punktów 
harakterysty
zny
h�przy za
howaniu wysokiego stopnia kompresji� zapewni dokªadne odtworzenieksztaªtu obiektu.1.2 Metody kompresji stratnej i bezstratnejW wielu dziedzina
h wspóª
zesnej nauki (informatyka, elektronika, ekonomia, medy-
yna, matematyka) istotnym zagadnieniem jest zapis obrazu za pomo
¡ minimalnejilo±
i informa
ji, która pozwoli na odtworzenie pierwotnego obrazu w sposób zado-walaj¡
y u»ytkownika. Jest to zagadnienie kompresji i dekompresji obrazu. Je»eliobraz musi by¢ odtworzony dokªadnie, to kompresja jest wtedy bezstratna; natomiastje»eli dozwolone s¡ pewne znieksztaª
enia obrazu (np. sz
zegóªy sªabo wido
zne dlaludzkiego oka), to wów
zas dopusz
zone s¡ metody kompresji stratnej.W informaty
e i dziedzina
h z ni¡ zwi¡zany
h naj
z�±
iej wykorzystuje si�nast�puj¡
e metody bezstratnej kompresji obrazu: RLE, LZW, PNG, CALIC,LOCO-I/JPEG-LS [83℄, [88℄, [114℄. Metod� RLE (Run-Length En
oding�kodowaniedªugo±
i serii) 
e
huje szybka kompresja i dekompresja, le
z jest skute
zna tylkodla obrazów, w który
h powtarzaj¡ si� kolory s¡siedni
h pikseli [83℄, [88℄. MetodaLZW (Lempel-Ziv-Wel
h) szybko i dobrze kompresuje i dekompresuje obrazy z palet¡
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Rysunek 1.5. Kompresja stratna: (a) oryginalny szki
 Leonarda Da Vin
i, (b) od-tworzony obraz [82℄.kolorów, natomiast w przypadku obrazów 
zarno-biaªy
h stopie« kompresji jest niski.Wad¡ metody LZW jest fakt, i» 
hroniona jest patentem [83℄. Metoda PNG (PortableNetwork Graphi
s) pozwala na reprezentowanie prakty
znie dowolny
h obrazów,le
z jej wad¡ jest bardzo sªaby wspóª
zynnik kompresji w porównaniu z metodamistratnymi. Istniej¡ bezstratne algorytmy zapewniaj¡
e lepsz¡ kompresj� [83℄, [88℄.CALIC (Context Adaptive Lossless Image Compression) jest jednym z najlepszy
hsposobów bezstratnej kompresji, le
z 
e
huje si� du»¡ zªo»ono±
i¡ obli
zeniow¡ [83℄.Metoda LOCO-I/JPEG-LS zostaªa opra
owana na podstawie CALIC i zatwierdzonaprzez grup� JPEG (Joint Photographi
 Experts Group). Posiada ni»sz¡ zªo»ono±¢obli
zeniow¡ ni» CALIC, ale nie pozwala na tak samo dobr¡ kompresj� jak CALIC[83℄, [88℄.Zastosowanie w nauka
h te
hni
zny
h maj¡ nast�puj¡
e metody stratnej kom-presji obrazu: JPEG [9℄, JPEG2000 (kompresja falkowa) [65℄, kompresja fraktalna[88℄, [114℄. JPEG2000 posiada bardzo dobre wspóª
zynniki kompresji przy zado-walaj¡
ej jako±
i obrazu, jednak stosunkowo wolno dziaªa. W przypadku kompresjifraktalnej, której idea oparta jest na wyszukiwaniu w obrazie najbardziej do siebiepodobny
h elementów i opisywaniu ty
h podobie«stw, po suk
esa
h w po
z¡tkowejfazie bada«, aktualnie rzadko spotyka si� w prakty
e ten rodzaj kompresji ze wzgl�duna bardzo wolne dziaªanie. Bardzo popularna metoda JPEG powstaªa jako wynikopra
owania ±wiatowego standardu zapisu zdj�¢. JPEG to nazwa systemu kompresjistaty
zny
h obrazów rastrowy
h, przezna
zonego gªównie do przetwarzania obrazównaturalny
h (zdj�¢ satelitarny
h, pejza»y, portretów itp.), a wi�
 taki
h, które niemaj¡ zbyt wielu ostry
h kraw�dzi i drobny
h detali. Natomiast w przypadku obiek-



10 ROZDZIA� 1. WST�Ptów z wyra¹nie zazna
zonymi kraw�dziami (np. napis, kontur przedmiotu) algorytmJPEG mo»e dawa¢ niepo»¡dane rezultaty.Metody kompresji stratnej posiadaj¡ nisk¡ zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ i pozwalaj¡ nawysoki stopie« kompresji, jednak ze wzgl�du na brak mo»liwo±
i dokªadnego odtwo-rzenia dany
h nie mog¡ by¢ u»yte w wielu przypadka
h. Natomiast metody kom-presji bezstratnej 
z�sto nie znajduj¡ zastosowania z powodu wysokiej zªo»ono±
iobli
zeniowej lub niewystar
zaj¡
ego rz�du kompresji. Wspomniane metody kom-presji stratnej nie mog¡ by¢ u»yte w wielu dziedzina
h (np. w medy
ynie, gdzieinforma
ja musi by¢ odtworzona bardzo dokªadnie), natomiast metody bezstratnes¡ w wielu przypadka
h zbyt wolne lub nie zapewniaj¡ zadowalaj¡
ego rz�du kom-presji.Kompresja dany
h mo»e doty
zy¢ informa
ji tekstowy
h, d¹wi�ku (mowy, mu-zyki), obrazu (zdj�
ia, gra�ka), �lmu. Ka»dy typ dany
h korzysta z okre±lony
hmetod kompresji, najlepiej przystosowany
h do dziaªania na spe
y�
zny
h typa
hplików.Podsumowuj¡
: brak jest metody bezstratnej (lub maªostratnej) kompresji przez-na
zonej spe
jalnie dla obrazu binarnego (
zarno-biaªego). Wymienione metodybezstratnej kompresji obrazu kolorowego ujawniaj¡ wiele wad, gdy wykorzystywanes¡ do obrazu 
zarno-biaªego. Metody stratnej kompresji mog¡ by¢ stosowane tam,gdzie pomimo znieksztaª
enia obrazu umysª 
zªowieka jest w stanie odtworzy¢ pier-wotny wygl¡d, le
z s¡ to tylko wybrane przypadki zastosowa« stratny
h metod kom-presji.1.3 Metody rekonstruk
ji obrazu tomogra�
znegoZna
z¡
ym zastosowaniem zapisu (kompresji) obrazu wydaje si� by¢ przypadek tomo-gra�i komputerowej (TK). W TK przekrój 
iaªa ludzkiego jest skanowany (Rys. 1.6)i zapami�tany, a nast�pnie z du»ej ilo±
i skanów rekonstruowany jest przestrzennyobraz fragmentu 
zªowieka [18℄. Peªny obraz zajmuje w komputerze dziesi¡tki 
zysetki megabajtów. Uzasadnione jest wi�
 pytanie, 
zy mo»na taki obraz tomo-gra�
zny skompresowa¢ z odpowiednim stopniem kompresji, a potem szybko i do-kªadnie odtworzy¢ (kompresja bezstratna).

Rysunek 1.6. Tomogra�
zne badanie kolejny
h przekrojów 
zªowieka [18℄.W obe
nie u»ywany
h metoda
h rekonstruk
ji i wizualiza
ji obrazu stosuje si�odpowiednie funk
je bazowe i i
h kombina
je liniowe [35℄. Metody te znane s¡ jako al-gebrai
zne te
hniki rekonstruk
ji (Algebrai
 Re
onstru
tion Te
hniques�ART ) [18℄,
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yjnej TK dane zbierane s¡ tylko z wybranej warstwy tkanki, dzi�-ki 
zemu otrzymujemy odwzorowanie warstwy kilkumilimetrowej grubo±
i na pªa-sz
zyzn�. Wa»nym zagadnieniem jest szybkie i dokªadne odtworzenie obrazu to-mogra�
znego po dekompresji. Z powodu wielkiej ilo±
i informa
ji potrzebny
h dowy±wietlenia i prze
howania obrazu, w nowo
zesny
h systema
h TK 
z�sto wyko-rzystuje si� dwa komputery: jeden steruje dziaªaniem 
aªego sprz�tu medy
znego,drugi (posiadaj¡
y z reguªy kilka pro
esorów) jest odpowiedzialny za rekonstruk
j�i przedstawienie obrazu. W ostatnim dziesi�
iole
iu XX wieku sta
ja robo
za ±red-niego zakresu (SGI O
tane 
zy Onyx ), zapewniaj¡
a poziom gra�ki konie
zny w TK,kosztowaªa ponad 20 000 $ [120℄. Wysoki stopie« kompresji oraz szybka rekonstruk
jaobrazu [80℄, [86℄, [87℄ s¡ wa»nymi 
zynnikami w zmniejszeniu ilo±
i sprz�tu kompute-rowego u»ywanego w TK, a z tym zwi¡zane jest zmniejszenie kosztów 
aªego zestawuTK.Powsze
hnie u»ywan¡ metod¡ rekonstruk
ji obrazu w TK jest wste
zna projek
jaz �ltrowaniem [8℄, [18℄, [120℄. Jej zªo»ono±¢ obli
zeniowa wynosi O(N2 log2 N) przyodtwarzaniu obrazu zªo»onego z N2 (N × N , N = 256, 320, 512, 1024) pikseli, [2℄.Metoda ta ma zastosowanie w tomografa
h wszystki
h genera
ji. Poszukiwany obraz(a wªa±
iwie warto±
i li
zbowe przypisane posz
zególnym jego elementom: poªo»enie,kolor, jasno±¢) dany jest poprzez ma
ierz wspóª
zynników osªabienia promieniowania
µ(x, y). Wielko±
i¡ bezpo±rednio mierzon¡ nie s¡ jednak wspóª
zynniki osªabienia,le
z nat�»enie promieniowania. W przypadku rejestrowania 
zarno-biaªy
h konturówwida¢, i» 
z�±¢ dany
h (np. kolor, jasno±¢) jest zapisywana niepotrzebnie.W 
elu unikni�
ia przerw w skanowaniu kolejny
h przekrojów, pod
zas który
h
iaªo pa
jenta nara»one jest na przesuni�
ie i zmian� pozy
ji, stosuje si� tomogra��spiraln¡ [18℄. Odtworzenie obrazu po skanowaniu spiralnym wymaga od systemukomputerowego wi�kszej zªo»ono±
i obli
zeniowej ni» w przypadku skanowania warst-wami, gdy» dane potrzebne do rekonstruk
ji pojedyn
zego pªaskiego przekroju s¡uzyskiwane ze zbioru dany
h zebrany
h z pewnej obj�to±
i 
iaªa pa
jenta. Te
hnikaspiralna skra
a 
zas badania do 5�10 minut, natomiast konwen
jonalne badanie TKtrwa okoªo 30 minut. Krótsze badanie jest bardzo wa»nym 
zynnikiem w nagªy
hwypadka
h oraz wpªywa na zmniejszenie kosztów.Je»eli gotowe s¡ dane medy
zne (te
hnik¡ skanowania spiralnego) lub zrekon-struowane przekroje poprze
zne (trady
yjna TK), wów
zas dokonuje si� rekonstruk
jielementów trójwymiarowy
h obrazu [22℄. Obraz medy
zny nie mo»e zosta¢ odtwo-rzony w in»ynieryjny
h programa
h typu CAD (Computer Aided Design�kompu-terowe wspomaganie projektowania). W narz�dzia
h typu CAD obraz przestrzenny,zbudowany na podstawie pomiarów medy
zny
h, mo»e by¢ znieksztaª
ony i maªo
zytelny. Podstawowa metoda konstruowania przestrzennego obrazu polega na poª¡-
zeniu ze sob¡ najmniejszy
h elementów obj�to±
i�vokseli (z ang. voxel�volumeelement) o ty
h samy
h warto±
ia
h, b�d¡
y
h efektem segmenta
ji dany
h. Ozna
zato, i» w przestrzeni trójwymiarowej dane s¡ zbiory vokseli uporz¡dkowane w grupywedªug przyj�ty
h kryteriów. Voksele nale»¡
e do tej samej grupy maj¡ ten samindeks, któremu przypisa¢ mo»na kolor w 
elu wy±wietlenia na ekranie. Ozna
zato, »e mo»na przykªadowo przedstawi¢ tylko te voksele, które maj¡ dany kolor, np.aort�. Inn¡ metod¡ budowy obrazu trójwymiarowego jest skonstruowanie przestrzen-nej siatki zªo»onej z wielok¡tów (mesh modelling), [7℄. Siatka taka jest zbudowanana podstawie spe
jalnie dobrany
h w�zªów.Wyró»ni¢ nale»y nast�puj¡
e metody rekonstruk
ji obrazu tomogra�
znego, [18℄:



12 ROZDZIA� 1. WST�P1. Rekonstruk
ja obrazu przy u»y
iu równolegªego ukªadu projek
yjnego:(a) metoda rekonstruk
yjna z wykorzystaniem splotu i wste
znej projek
ji�podstawowa metoda ze wzgl�du na prostot� implementa
yjn¡, wykorzys-tuj¡
a interpola
j� warto±
i projek
ji (kolor, jasno±¢) w punk
ie, przezktóry nie prze
hodz¡ promienie w danym rzu
ie, na podstawie s¡siedni
hlinii projek
yjny
h (s¡siedni
h rzutów);(b) metoda rekonstruk
yjna z wykorzystaniem �ltra
ji i wste
znej projek
ji�jej zªo»ono±¢ obli
zeniowa wynosi O(N2 log2 N) przy odtwarzaniu obrazuzªo»onego z N2 pikseli, gdzie N jest wielko±
i¡ boku (li
zb¡ pikseli) kwad-ratowego obrazu;(
) metoda rekonstruk
yjna z inwersj¡ fourierowsk¡�oparta na dwuwymia-rowej transforma
ie Fouriera.2. Rekonstruk
ja obrazu przy u»y
iu ukªadu projek
yjnego z wi¡zk¡ uformowan¡w wa
hlarz:(a) metoda rekonstruk
yjna z przesortowaniem�wyszukuje si� spo±ródwszystki
h dokonany
h projek
ji taki
h promieni, które odpowiadaªybyprzebiegiem hipotety
znym promieniom równolegªym (przesortowanie pro-jek
ji), a nast�pnie u»ywa si� metody sformuªowanej dla równolegªegoukªadu projek
yjnego;(b) metoda z bezpo±rednim u»y
iem projek
ji wa
hlarzowy
h�wykorzystanajest przeksztaª
ona metoda rekonstruk
yjna pierwotnie sformuªowana dlarównolegªego ukªadu projek
yjnego (u»y
ie zwi¡zków trygonometry
zny
hdla ró»ny
h ukªadów projek
yjny
h).3. Rekonstruk
ja obrazu w tomogra�i spiralnej:(a) algorytm rekonstruk
yjny 360◦ LI (dla pojedyn
zego przekroju)�dzi�kizastosowaniu odpowiedniej formuªy interpola
ji liniowej (LI� linear in-terpolation) mo»liwe jest uzyskanie na podstawie pomiarów projek
ji wa
h-larzowy
h, a nast�pnie u»ywa si� metody sformuªowanej dla wa
hlarzo-wego ukªadu projek
yjnego;(b) algorytm rekonstruk
yjny 180◦ LI (dla pojedyn
zego przekroju)�pro-jek
je wykonane s¡ w spiralnym ukªadzie projek
yjnym, po odpowiedniejinterpola
ji projek
ji uzyskuje si� projek
je wa
hlarzowe;(
) algorytm rekonstruk
yjny ex-180◦ LI�wersja dla wielu przekrojów;(d) algorytm Feldkampa�wi¡zka promieniowania uformowana jest w sto»ek,algorytm ten stanowi rozwini�
ie rekonstruk
ji dla wi¡zki wa
hlarzowej;(e) algorytm z zaawansowanym sortowaniem dla pojedyn
zej warstwy(ASSR�Advan
ed Single-Sli
e Rebinning)�metoda 
e
huje si� du»¡ zªo-»ono±
i¡ obli
zeniow¡.4. Algebrai
zne te
hniki rekonstruk
yjne (ART�Algebrai
 Re
onstru
tion Te
h-niques):(a) podstawowy algorytm ART�polega on na itera
yjnym rozwi¡zywaniuukªadu równa« opisuj¡
ym, z u»y
iem funk
ji bazowy
h, posz
zególneparametry obrazu (S. Kramarz 1937) [57℄;



1.4. PRZEDMIOT BADA� 13(b) algorytm ART z zastosowaniem relaksa
ji�do podstawowej formuªy ite-ra
yjnej wprowadza si� dodatkowy parametr;(
) 
haoty
zny algorytm rekonstruk
yjny ART�w ka»dym kroku itera
ji wy-korzystany jest inny zestaw dany
h, wybór ten jest losowy.Wad¡ metod wymieniony
h w punkta
h 1�4 jest i
h du»a zªo»ono±¢ obli
zeniowarz�du 
o najmniej O(N2 log2 N) przy odtwarzaniu obrazu zªo»onego z N2 pikseli.W metoda
h opisany
h w punkta
h 1�3 stosuje si� interpola
j� lub aproksyma
j�odpowiedni
h dany
h, 
o powoduje bª�dy w odtwarzany
h informa
ja
h.Tomogra�a znajduje zastosowanie nie tylko w medy
ynie, le
z tak»e w przemy±le.Jest to tomogra�a pro
esowa i zajmuje si� te
hnikami pomiarowymi struktury ma-teriaªów, pªynów i pr�dko±
i i
h przepªywu w 
zasie rze
zywistym. Metody rekon-struk
ji obrazu w tomogra�i pro
esowej s¡ nast�puj¡
e: metoda projek
ji wste
znej(wykorzystywana tak»e w medy
ynie), [8℄, [18℄, [120℄, metody itera
yjne (oparte naminimaliza
ji bª�du rekonstruk
ji wraz z kolejnymi itera
jami), [55℄, metody anali-ty
zne (i
h podstaw¡ s¡ równania matematy
zne opisuj¡
e odtwarzany obraz), [18℄.Wad¡ projek
ji wste
znej s¡ niewyra¹ne i trudne do ustalenia grani
e mi�dzy dwomao±rodkami. Poprawa kontrastu zwi�ksza zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ tej metody. Metodyitera
yjne s¡ wolniejsze od anality
zny
h i dlatego w wielu przypadka
h nie do przyj�-
ia. Metody anality
zne znajduj¡ 
oraz wi�ksze zastosowanie w tomogra�i pro
e-sowej.Odpowiedni stopie« kompresji dany
h i bezstratna rekonstruk
ja obrazu przyniskiej zªo»ono±
i obli
zeniowej s¡ klu
zowymi zagadnieniami w tomogra�i kompute-rowej, [101℄. Brak jest metody anality
znej, która w poª¡
zeniu z du»¡ dokªadno±
i¡interpolowany
h dany
h przy wykorzystaniu ortogonalnej bazy i niskiej zªo»ono±
iobli
zeniowej stanowiªaby nowe podej±
ie do zagadnienia rekonstruk
ji obrazu tomo-gra�
znego.1.4 Przedmiot bada«Przedmiotem bada« s¡ metody kompresji i bezstratnej lub maªostratnej dekom-presji konturu obrazu 
zarno-biaªego. Wykorzystywane metody rekonstruk
ji kon-turu nie pozwalaj¡ na dokªadne odtworzenie dowolnego konturu. Wi�kszo±¢ istniej¡-
y
h obe
nie metod kompresji bezstratnej daje lepsze efekty w przypadku obrazukolorowego (zdj�
ia, gra�ka) ni» 
zarno-biaªego. Metody bezstratne pozwalaj¡ naodpowiedni rz¡d kompresji kosztem zªo»ono±
i obli
zeniowej. Natomiast metodystratnej kompresji mog¡ by¢ stosowane tylko w ty
h zagadnienia
h, gdzie nie jestwymagane dokªadne odtworzenie oryginalnego obrazu. Je»eli konie
zna jest wiernarekonstruk
ja dany
h, wów
zas nale»y u»y¢ metod bezstratnej kompresji.Rodzina ma
ierzy Hurwitza-Radona wymiaru N = 2, 4, 8 zostaªa wykorzys-tana do budowy dyskretnego, ortogonalnego operatora ma
ierzowego. Ma
ierzeHR s¡ ma
ierzami sko±no-symetry
znymi oraz wszystkie i
h kolumny i wiersze s¡parami ortogonalne. Gªówn¡ ide¡ przy±wie
aj¡
¡ konstruk
ji operatora OHR napodstawie ty
h wªa±nie ma
ierzy jest fakt, i» ka»d¡ sko±no-symetry
zn¡ ma
ierzwymiaru N = 2, 4, 8 (i tylko takiego wymiaru) mo»na zapisa¢ jako kombina
j�liniow¡ N − 1 ma
ierzy HR o elementa
h 0, −1, 1 i ma
ierzy identy
zno±
iowej
IN . Taka sko±no-symetry
zna ma
ierz jako operator liniowy M ze wspóª
zynnikamidobranymi dla w�zªów (Rys. 1.9, 1.10) posiada wszystkie kolumny i wszystkie wier-sze parami ortogonalne. Kolumny stanowi¡ ortogonalne wektory bazowe, które dla
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zynników zapisany
h w wektorze pierwszy
h wspóªrz�dny
h x pozwol¡ wyz-na
zy¢ wektor drugi
h wspóªrz�dny
h y z równania y = Mx. Dowolna kombina
jaliniowa ma
ierzy HR i ma
ierzy identy
zno±
iowej wymiaru N mo»e by¢ uto»sa-miana z elementami przestrzeni R2, R4, R8: li
zbami zespolonymi, kwaternionamii oktonionami (zwanymi li
zbami Cayley'a). Operator M : RN → RN oraz opera-tor odwrotny M−1 : RN → RN zostan¡ wykorzystane do obli
zenia brakuj¡
y
hwspóªrz�dny
h punktów obrazu dzi�ki zale»no±
iom: Mx = y oraz M−1y = x.Przedmiotem bada« jest równie» rekonstruk
ja obrazu trójwymiarowego z wyko-rzystaniem ma
ierzy HR. Odtworzenie obrazu przestrzennego jest istotne w ty
hdziedzina
h, w który
h obraz pªaski nie daje wystar
zaj¡
ej ilo±
i informa
ji o rekon-struowanym obiek
ie.W pra
y dokonano analizy problemów zwi¡zany
h z bezstratn¡ i stratn¡ kom-presj¡ konturu i obrazu oraz opra
owano i wykorzystano dyskretny, ma
ierzowy,ortogonalny operator zbudowany na podstawie rodziny ma
ierzy Hurwitza-Radona[96℄. Autor niniejszej pra
y opisaª i uzasadniª wªasno±
i tego operatora (nazwanegooperatorem OHR) oraz skonstruowaª metod� bezstratnego odtwarzania punktówkonturów obrazów 
zarno-biaªy
h (zwan¡ metod¡ MHR), wykorzystuj¡
¡ operatoryOHR.1.5 Cel i zakres pra
yDla odpowiedniego przedstawienia podstawowego zagadnienia, którym zajmujemysi� w niniejszej rozprawie wprowad¹my kilka podstawowy
h poj�¢.Tabli
a 1.1. Piksele s¡siednie dla nr 16 2 74 1 59 3 8De�ni
ja 1.1. Bezpo±rednimi s¡siadami piksela nr 1 z Tab. 1.1 nazywamy (s¡) tylkopiksele 2, 3, 4, 5.De�ni
ja 1.2. Po±rednimi (niebezpo±rednimi) s¡siadami piksela nr 1 z Tab. 1.1nazywamy (s¡) tylko piksele 6, 7, 8, 9.De�ni
ja 1.3. Konturem danego zbioru pikseli nazywamy zbiór wszystki
h pikselinale»¡
y
h do tego zbioru i maj¡
y
h 
o najmniej jednego bezpo±redniego s¡siada nienale»¡
ego do tego zbioru pikseli [79℄.Dla obrazu z Rys. 1.7 wydzielono trzy kontury (Rys. 1.8).
Rysunek 1.7. Przykªad obrazu 
zarno-biaªego.
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Rysunek 1.8. Przykªad obrazu zªo»onego z trze
h konturów.Celem pra
y jest opra
owanie efektywnej obli
zeniowo metody kom-presji i bezstratnej rekonstruk
ji konturów zakodowany
h w posta
i zbioruw�zªów.Osi¡gni�
ie 
elu pra
y wymagaªo analizy problemów zwi¡zany
h z bezstratn¡kompresj¡ konturu obrazu oraz opra
owania sposobu konstruk
ji i wykorzystaniadyskretnego, ma
ierzowego, ortogonalnego operatora zbudowanego na podstawierodziny ma
ierzy Hurwitza-Radona [96℄. Autor niniejszej pra
y opisaª i uzasad-niª wªasno±
i tego operatora�nazwanego operatorem OHR�oraz skonstruowaªmetod� bezstratnego odtwarzania punktów konturów obrazów 
zarno-biaªy
h�dalejzwan¡ metod¡ MHR. Porównano istniej¡
e metody kompresji stratnej i bezstratnejz MHR, a tak»e porównano MHR ze stosowanymi obe
nie metodami rekonstruk
jiobrazu tomogra�
znego.Sformuªowanie podstawowego zagadnieniaWa»nym zagadnieniem we wspóª
zesnej nau
e jest zapis dany
h (np. obrazu) z u»y-
iem takiej ilo±
i informa
ji, która pozwoli na zrekonstruowanie skompresowany
hdany
h w sposób odpowiedni do aktualny
h potrzeb. Kompresja bezstratna polegana dokªadnym odtworzeniu pierwotny
h dany
h, natomiast kompresja stratna do-pusz
za pewne niedokªadno±
i. Metody kompresji stratnej 
e
huj¡ si� ni»sz¡ zªo»o-no±
i¡ obli
zeniow¡ ni» metody bezstratne i umo»liwiaj¡ wysoki stopie« kompresji,jednak w zwi¡zku z wyst�puj¡
ymi niedokªadno±
iami pod
zas dekompresji nie mog¡zosta¢ wykorzystane tam, gdzie wymagana jest wierna rekonstruk
ja dany
h (np.w medy
ynie 
zy topogra�i). Metody kompresji bezstratnej 
z�sto nie mog¡ by¢stosowane ze wzgl�du na zbyt du»¡ zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ lub za maªy stopie« kom-presji.W przypadku wykorzystania rodziny ma
ierzy Hurwitza-Radona ka»da krzywa(np. litera, kontur obiektu, kraw�d¹ obrazu itp.) jest skompresowana do pewnej ilo±
ipunktów (w�zªy�punkty 
harakterysty
zne wybrane przez eksperta). Punkty kom-presji s¡ punktami, w który
h lokalnie wyst�puje warto±¢ najwi�ksza lub najmniejszajednej ze wspóªrz�dny
h oraz punkty le»¡
e pomi�dzy takimi punktami. Dzi�ki tymw�zªom mo»liwa b�dzie dekompresja, 
zyli odtworzenie krzywej (Rys. 1.9, 1.10).W przeksztaª
eniu HR w�zªy s¡ punktami 
harakterysty
znymi le»¡
ymi na pew-nej krzywej w R2. Mo»na sformuªowa¢ znany problem, [34℄, [25℄, [85℄: 
zy jestmo»liwe odtworzenie dowolnego punktu le»¡
ego na krzywej, je»eli znana jest sko«-
zona ilo±¢ punktów (xi, yi) ∈ R2 tej krzywej, zwany
h w�zªami, taki
h, »e ka»de

(xi, yi) ma albo staªy krok w xi (Rys. 1.9), albo staªy krok w yi (Rys. 1.10)? Pojawiasi� wi�
 pytanie: 
zy jest mo»liwe odtworzenie krzywej opisanej zbiorem w�zªów
(xi, yi)?W proponowanej w rozprawie metodzie warto±
i wspóªrz�dny
h (xi, yi) zostan¡powi¡zane baz¡ ortogonaln¡ dzi�ki wykorzystaniu rodziny ma
ierzy HR. Na pod-
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Rysunek 1.9. Krzywa o dziewi�
iu w�zªa
h ze staªym krokiem wspóªrz�dnej
xi : h = 1.stawie zbudowany
h baz ortogonalny
h o wspóª
zynnika
h odpowiedni
h dla dany
hw�zªów obli
zone zostan¡ brakuj¡
e wspóªrz�dne punktów le»¡
y
h pomi�dzy w�zªa-mi. Zrekonstruowane punkty pozwol¡ na odtworzenie 
aªej krzywej.

Rysunek 1.10. Krzywa o 
zternastu w�zªa
h ze staªym krokiem wspóªrz�dnej
yi : h = 1.Transforma
ja HR pozwala na dokªadn¡ rekonstruk
j� w�zªów konturu (kom-presja bezstratna) i dekompresj� punktów konturu le»¡
y
h pomi�dzy w�zªami z du»¡dokªadno±
i¡ (kompresja maªostratna) oraz szybkie dziaªanie w 
zasie rze
zywistym.W gra�
e rastrowej wyst�puje ogólny problem z przeksztaª
eniami geometry
znymiobiektu (przesuni�
ie, obrót, skalowanie mapy bitowej�powi�kszenie lub pomniejsze-nie). W przypadku ma
ierzy HR wystar
zy przeksztaª
i¢ tylko w�zªy i odtworzy¢obiekt po przeksztaª
eniu. Przeksztaª
enie HR pozwala na bie»¡
e modelowanie kon-turu przez u»ytkownika przy komputerze i kreowanie obiektów w 
zasie rze
zywistymoraz uzupeªnienie i korygowanie (popraw�) konturu obiektu. Dobór w�zªów w takisposób, i» posiadaj¡ staªy krok w jednej ze wspóªrz�dny
h powoduje, »e w�zªy �do-brze� opisuj¡ dan¡ 
z�±¢ krzywej, tzn. jest mo»liwe jest znalezienie dowolnego punktule»¡
ego na krzywej.1.5.1 Teza pra
yZbadanie wªasno±
i ma
ierzy Hurwitza-Radona i wykorzystanie i
h w rekonstruk
jikonturu obrazu pozwala na sformuªowanie tez pra
y.Sformuªujemy dwie tezy pra
y:

• Ortogonalny, dyskretny, ma
ierzowy operator, zbudowany z wykorzystaniem



1.5. CEL I ZAKRES PRACY 17rodziny ma
ierzy Hurwitza-Radona o wymiara
h 2×2, 4×4 i 8×8, znajduje za-stosowanie w bezstratnej i efektywnej obli
zeniowo metodzie kompresji i dekom-presji konturów obrazów binarny
h (
zarno-biaªy
h), zakodowany
h w posta
iw�zªów.
• Przeksztaª
enie HR jest metod¡ kompresji bezstratnej o zªo»ono±
i obli
zeniowejkompresji i dekompresji rz�du O(N2) oraz wysokim stopniu kompresji i mo»eby¢ stosowana do kompresji i dekompresji obrazów 
zarno-biaªy
h.Tezy rozprawy zostan¡ wykazane poprzez rozwi¡zanie jednego z gªówny
h sta-wiany
h problemów:ProblemDana jest klasa obrazów typu kontur o wymiara
h N × N pikseli. Zakªadamy,»e znane s¡ wªasno±
i formalizmu rodziny ma
ierzy Hurwitza-Radona i dla danegoobrazu znana jest sko«
zona ilo±¢ w�zªów (xi, yi) ∈ R2: w�zªy maj¡ staªy krokwspóªrz�dnej xi lub staªy krok wspóªrz�dnej yi oraz w�zªy ustalone s¡ w warto±
i mi-nimum i maksimum lokalnego (je»eli wspóªrz�dne xi s¡ równoodlegªe, to ekstremumlokalne doty
zy minimalny
h i maksymalny
h warto±
i wspóªrz�dnej yi, natomiastje»eli staªy krok posiadaj¡ wspóªrz�dne yi, to ekstremum lokalne doty
zy minimal-ny
h i maksymalny
h warto±
i wspóªrz�dnej xi) oraz w 
o najmniej jednym punk
iele»¡
ym pomi�dzy ekstremami lokalnymi (w poªowie od
inka). Czy mo»liwe jestodtworzenie obrazu konturu opisanego danym zbiorem w�zªów metod¡ o zªo»ono±
iobli
zeniowej O(N2)?

Rysunek 1.11. Przykªad w�zªów opisuj¡
y
h kontur.Rozwi¡zanie przedstawionego problemu jest istotne w kontek±
ie wykorzystaniametod bezstratnej lub maªostratnej kompresji obrazu w wielu zastosowania
h te
h-ni
zny
h.Problem szukania dowolnego punktu krzywej na podstawie zbioru w�zªów napªasz
zy¹nie kartezja«skiej jest istotny ze wzgl�du na mo»liwo±¢ odtworzenia ksztaªtuobiektu; istnieje tak»e mo»liwo±¢ porównania dwó
h obiektów opisany
h ró»nymizbiorami w�zªów (sprawdzenie 
zy ten sam punkt le»y na dwó
h krzywy
h). Dzi�-ki ma
ierzom HR mo»liwe jest tak»e opisanie dowolnej krzywej 
i¡gªej za pomo
¡sko«
zonego zbioru punktów i wykorzystanie modeli dyskretny
h HR danej krzywejprzy obli
zenia
h komputerowy
h.Pojedyn
zy zeskanowany w TK przekrój fragmentu 
iaªa jest pewn¡ krzyw¡.Grubo±¢ tej krzywej jest nieistotna i przeksztaª
enie HR pozwala na dokªadne (ogól-
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i¡) odtworzenie konturu skanowanego narz¡du 
zªowieka.Model organu w trak
ie analizy wymaga przeksztaª
e« geometry
zny
h: obrotów,przesuni�¢, powi�kszenia lub pomniejszenia. W transforma
ji HR przeksztaª
eniuulega nie 
aªy kontur, le
z tylko punkty 
harakterysty
zne, a nast�pnie na podstawienowy
h w�zªów odtwarzany jest kontur po przeksztaª
eniu. Istotnym zastosowaniemprzeksztaª
enia HR mo»e by¢ tak»e odtwarzanie ksztaªtu ko±
i przed wypadkiem i natej podstawie projektowanie protezy.Wa»n¡ 
e
h¡ transforma
ji HR jest fakt, i» przy du»ej ilo±
i w�zªów nie mapotrzeby posªugiwania si� jednym operatorem globalnym, le
z dziaªa si� na ope-ratora
h lokalny
h oparty
h na kilku lub kilkunastu w�zªa
h. Zalet¡ przeksztaª
eniaHR jest fakt, i» ma
ierz HR jest ortogonalna. Zapewnia to stabilno±¢ i wysok¡dokªadno±¢ obli
ze«. Operator dyskretny dobrze nadaje si� do obli
ze« kompute-rowy
h. Zna
z¡
¡ 
e
h¡ transforma
ji HR jest mo»liwo±¢ wykorzystania go przyaproksyma
ji lub interpola
ji funk
ji [6℄, [27℄. Niektóre metody aproksyma
ji lubinterpola
ji (np. interpola
ja Newtona) nie radz¡ sobie z funk
jami, które nie s¡ró»ni
zkowalne w jakim± punk
ie danego przedziaªu [34℄, [25℄, [85℄, np. f(x)=|x| lubz funk
jami, który
h wykres zna
znie ró»ni si� od wielomianu interpoluj¡
ego, np.
y = 1/x. Przeksztaª
enie HR nie sprawia taki
h kªopotów.Pra
a obejmuje:

• analiz� literaturow¡ obejmuj¡
¡ zagadnienia kompresji i dekompresji konturui obrazu oraz rekonstruk
ji obrazu tomogra�
znego,
• opis wªasno±
i rodziny ma
ierzy Hurwitza-Radona,
• opra
owanie sposobu budowania ortogonalnego, dyskretnego operatora OHR,
• wykorzystanie operatora OHR w metodzie MHR bezstratnej kompresji obrazu,
• zastosowanie MHR w kompresji i dekompresji obrazu tomogra�
znego,
• porównanie istniej¡
y
h metod kompresji z MHR,
• porównanie MHR z metodami rekonstruk
ji obrazu tomogra�
znego,
• analiz� i o
en� otrzymany
h wyników; sformuªowanie wniosków ko«
owy
h.W rozdziale 2 omówiono 
e
hy bazy ortogonalnej, podano budow� i wªasno±
ioperatora OHR, osza
owano bª¡d przybli»enia MHR w klasie 
i¡gªy
h funk
ji s
hod-kowy
h i wielomianów stopnia pierwszego, drugiego i trze
iego, wyzna
zono zªo»ono±¢obli
zeniow¡ MHR rz�du O(N2) oraz podano przykªady obli
ze«. Porównano dokªad-no±¢ obli
ze«, zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ i stopie« kompresji przykªadowej krzywej rekon-struowanej metod¡ Béziera i MHR. Ide¡ MHR jest zapis konturu obiektu za pomo
¡zbioru punktów 
harakterysty
zny
h (w�zªów kompresji) dobrany
h w odpowiednisposób (w�zªy opisuj¡ ekstrema lokalne oraz punkty le»¡
e pomi�dzy ekstremamilokalnymi) i odtworzeniu kraw�dzi na podstawie w�zªów. MHR jest metod¡ kompresjibezstratnej konturu zakodowanego w posta
i zbioru w�zªów i maªostratnej dekom-presji punktów le»¡
y
h pomi�dzy w�zªami, 
e
huj¡
¡ si� zªo»ono±
i¡ obli
zeniow¡kompresji i dekompresji rz�du O(N2) oraz pozwalaj¡
¡ na wysoki stopie« kompresji.Rozdziaª 3 zawiera opis dwó
h sposobów rozszerzenia MHR w rekonstruk
jiobrazu trójwymiarowego i wykorzystanie obrazu 3D zªo»onego z konturów w pro-jektowaniu implantów ko±
i. Dokonano tak»e analizy mo»liwo±
i te
hni
zny
h zas-tosowa« MHR w zagadnieniu Rapid Prototyping, sz
zególnie w metodzie LOM (Lam-inated Obje
t Manufa
turing).



1.5. CEL I ZAKRES PRACY 19W rozdziale 4 podano metodyk� konstruowania metod MHR na podstawie bu-dowy operatora u±rednionego zªo»onego z dowolnej ilo±
i operatorów OHR.W rozdziale 5 opisano wªasno±
i operatora OHR pozwalaj¡
e na zastosowanieMHR w medy
ynie oraz porównano MHR z istniej¡
ymi sposobami rekonstruk
jiobrazu tomogra�
znego. MHR pozwala dokªadnie zrekonstruowa¢ kontur 
zarno-biaªego obiektu przy wysokim stopniu kompresji i zastosowaniu prostego algorytmudekompresji rz�du O(N2). MHR polega na odtworzeniu brakuj¡
y
h pikseli przywykorzystaniu wektorów bazowy
h, umiesz
zony
h w ma
ierzy operatora OHR. Re-konstruk
ja obrazu tomogra�
znego za pomo
¡ podstawowej metody wste
znej pro-jek
ji z �ltrowaniem obar
zona jest wi�ksz¡ zªo»ono±
i¡ obli
zeniow¡ ni» MHR. MHRnale»y zali
zy¢ do metod anality
zny
h kompresji, poniewa» oparta jest na modelumatematy
znym opisuj¡
ym obraz [117℄.W rozdziale 6 porównano kompresj� i dekompresj� MHR z najwa»niejszymi meto-dami stratnej i bezstratnej kompresji obrazu. Sposób podej±
ia do kompresji dany
htypu (xi, yi) ∈ R2 w modelowaniu matematy
znym polega na znalezieniu pewnejzale»no±
i (rela
ji) mi�dzy wszystkimi wspóªrz�dnymi xi oraz yi. Tak¡ zale»no±
i¡mo»e by¢ zale»no±¢ funk
yjna. W MHR wspóªrz�dne w�zªów powi¡zane s¡ ze sob¡operatorem OHR i dzi�ki dziaªaniom na odpowiednio skonstruowanym operatorzemo»liwe jest odtworzenie brakuj¡
y
h punktów po±redni
h krzywej. Na przykªaddla funk
ji f(x) = x ma
ierz identy
zno±
iowa jest tym operatorem OHR.W Dodatku opisano rodzin� ma
ierzy Hurwitza-Radona, wªasno±
i ty
h ma
ierzyoraz sposoby budowania rodziny ma
ierzy HR o elementa
h 
aªkowity
h i rze
zy-wisty
h.Do najwa»niejszy
h wyników pra
y nale»y zali
zy¢:
• opra
owanie sposobu budowania ma
ierzowego, dyskretnego, ortogonalnegooperatora na podstawie ma
ierzy Hurwitza-Radona oraz omówienie i uzasad-nienie wªasno±
i tego operatora, nazwanego przez autora operatorem OHR;
• zastosowanie operatora OHR w oryginalnej, bezstratnej metodzie kompresjii rekonstruk
ji konturów obrazów 
zarno-biaªy
h, zakodowany
h w posta
i zbio-ru w�zªów (nazwanej metod¡ MHR);
• zastosowanie MHR w medy
ynie, zapis i odtworzenie obrazu w tomogra�i kom-puterowej, projektowanie implantów ko±
i;
• porównanie istniej¡
y
h metod kompresji i rekonstruk
ji konturu lub obrazuz MHR;
• porównanie MHR z metodami rekonstruk
ji obrazu tomogra�
znego;
• zastosowanie operatora OHR w odtwarzaniu obrazu trójwymiarowego.Wykorzystywane obe
nie metody bezstratnej kompresji obrazu daj¡ lepsze efektyw przypadku obrazów kolorowy
h ni» 
zarno-biaªy
h. W wielu zastosowania
h te
h-ni
zny
h (np. w medy
ynie lub topogra�i) istnieje potrzeba zapisu obrazu bina-rnego z du»ym stopniem kompresji. Stosowane metody przybli»ania konturu za po-mo
¡ wielomianów lub krzywy
h wy»szego rz�du s¡ aproksyma
j¡ stratn¡. Rodzinama
ierzy Hurwitza-Radona o wymiara
h 2×2, 4×4 i 8×8 mo»e znale¹¢ zastosowaniew budowie bezstratnej metody rekonstruk
ji konturów obrazów 
zarno-biaªy
h za-kodowany
h w posta
i zbioru w�zªów.



Rozdziaª 2Opis metody MHR2.1 Budowa operatora OHR i operatora odwrotnego doOHRBaza ortogonalna w sko«
zenie wymiarowej (n-wymiarowej) przestrzeni z ilo
zynemskalarnym jest to zbiór n liniowo niezale»ny
h wektorów o n elementa
h taki
h,i» ilo
zyn skalarny dwó
h dowolny
h z tej bazy jest równy zero [73℄. Przykªad:dane s¡ dwa dowolne ortogonalne wektory bazowe u = (u1, u2, . . . , un) ∈ Rn oraz
t = (t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn. Wów
zas ilo
zyn skalarny 〈u, t〉 =

∑n
i=1 uiti = 0. Np.dla n = 2: u = (1, 0), t = (0, 1). Ortogonalno±¢ bazy jest wa»nym 
zynnikiemw zapisie ka»dego elementu przestrzeni n-wymiarowej jako kombina
ji liniowej wek-torów bazowy
h. W tym rozdziale ortogonalne wektory bazowe s¡ rozpatrywane jakowiersze lub kolumny ma
ierzy HR wymiaru n = 2, 4, 8.Rodzina ma
ierzy, [36℄, [37℄, [84℄ Hurwitza-Radona (HR) speªnia:

AjAk + AkAj = 0, A2
j = −I, A−1

j = AT
j = −Aj dla j 6= k; j, k = 1, . . . , n.Ka»d¡ sko±no-symetry
zn¡ ma
ierz wymiaru N = 2, 4, 8 (i tylko takiego wy-miaru) mo»na zapisa¢ jako kombina
j� liniow¡ N − 1 ma
ierzy HR o elementa
h

0,−1, 1 i ma
ierzy identy
zno±
iowej IN . Sko±no-symetry
zna ma
ierz jako opera-tor liniowy M ze wspóª
zynnikami dobranymi dla w�zªów posiada wszystkie kolumnyi wszystkie wiersze parami ortogonalne, [26℄, [78℄, [106℄. Kolumny stanowi¡ ortogo-nalne wektory bazowe, które dla wspóª
zynników zapisany
h w wektorze pierwszy
hwspóªrz�dny
h x ∈ RN pozwol¡ wyzna
zy¢ wektor drugi
h wspóªrz�dny
h y z rów-nania y = Mx, [29℄, [110℄.
Rysunek 2.1. Przykªad krzywej interpolowanej na w�zªa
h (xi, yi) o staªym krokuargumentu xi 20



2.1. BUDOWA OPERATORA OHR I OPERATORA ODWROTNEGO 21Problem szukania dowolnego punktu krzywej na podstawie zbioru w�zªów(Rys. 2.1, 2.2) na pªasz
zy¹nie kartezja«skiej jest istotny ze wzgl�du na mo»liwo±¢odtworzenia ksztaªtu obiektu; istnieje tak»e mo»liwo±¢ porównania dwó
h obiektówopisany
h ró»nymi zbiorami w�zªów (sprawdzenie 
zy ten sam punkt le»y na dwó
hkrzywy
h�porównanie obli
zony
h warto±
i dla ty
h samy
h argumentów). Dzi�kima
ierzom HR mo»liwe jest tak»e opisanie dowolnej krzywej 
i¡gªej za pomo
¡ sko«-
zonego zbioru punktów i wykorzystanie modeli dyskretny
h HR danej krzywej przyobli
zenia
h komputerowy
h.W dalszej 
z�±
i pra
y pokazany jest sposób budowy ortogonalnego, liniowegooperatora dyskretnego, sªu»¡
ego do znalezienia brakuj¡
y
h punktów krzywej (np.konturu obrazu, ksztaªtu obiektu itp.).Problem odtworzenia dowolnego punktu krzywej na podstawie danego zbioruw�zªów mo»e by¢ rozpatrywany w kontek±
ie u
zenia nadzorowanego (supervisedlearning, learning from examples), [81℄, [96℄. W u
zeniu nadzorowanym dany jestpewien zbiór par (xi, yi) i poszukuje si� zwi¡zku mi�dzy tymi parami w posta
ifunk
ji 
elu. W dalszej 
z�±
i pra
y w�zªy s¡ punktami w przestrzeni kartezja«skiej.Funk
ja 
elu jest zast¡piona dyskretnym operatorem liniowym, zbudowanym z or-togonalny
h ma
ierzy HR.
Rysunek 2.2. Przykªad krzywej interpolowanej na w�zªa
h (xi, yi) o staªym krokuwarto±
i yiDane s¡: x = (x1, x2, . . . , xk)T ∈ Rk zªo»ony z pierwszy
h wspóªrz�dny
h w�zªów(zwany tutaj wektorem argumentów) oraz y = (y1, y2, . . . , yk)

T ∈ Rk zªo»ony z dru-gi
h wspóªrz�dny
h w�zªów (zwany tutaj wektorem warto±
i). Czy mo»liwe jestznalezienie operatora ma
ierzowego M : Rk → Rk takiego, aby y = Mx i opera-tor M umo»liwiaª znalezienie wspóªrz�dny
h y∗ = Mx∗ dla inny
h wspóªrz�dny
h
x∗ ∈ Rk? Problem odtworzenia krzywej jest postawiony w kategoria
h odtworzeniapunktów le»¡
y
h na tej krzywej. Operatora M b�dziemy szukali z wykorzystaniemww. ma
ierzy HR [96℄.Jedna z podstawowy
h wªasno±
i rodziny ma
ierzy HR jest taka, i» tylko dlawymiarów N = 1, 2, 4, 8 rodzina HR mo»e li
zy¢ N − 1 ma
ierzy (por. Dodatek).Stanowi¡ one wraz z ma
ierz¡ identy
zno±
iow¡ N ortogonalny
h ma
ierzy.Nie
h w ogólnym przypadku dla N = 1, 2, 4, 8 b�dzie zde�niowana [96℄ ma
ierz
W (w) (ozna
zona dalej W ) oraz W (w0, w) dla w = (w1, . . . , wN−1) ∈ RN−1:

W = W (w) =
N−1
∑

i=1

wiW i,
N−1
∑

i=1

w2
i = 1, W (w0, w) = W + w0IN , w0 6= 0,(2.1)gdzie:



22 ROZDZIA� 2. OPIS METODY MHR
W 1, . . . ,W N−1 � nale»¡ do rodziny ma
ierzy HR o elementa
h 
aªkowi-ty
h 0,±1 i wymiarze N ,
w0 6= 0, w1, . . . , wN−1 � s¡ li
zbami rze
zywistymi.Operator M skonstruowany jest z ma
ierzy W (w0, w). Dla N = 1 li
zba rze
zywista

W (w0, w) = w0 · 1.Dla N = 2 otrzymano ma
ierze (2.1):
W =

[

0 w1

−w1 0

]

, W (w0, w) =

[

w0 w1

−w1 w0

]

. (2.2a)Dla N = 4 ma
ierz W jest kombina
j¡ liniow¡ trze
h ma
ierzy HR, za±
W (w0, w) = W + w0I4:

W =









0 w1 w2 w3

−w1 0 −w3 w2

−w2 w3 0 −w1

−w3 −w2 w1 0









,

W (w0, w) =









w0 w1 w2 w3

−w1 w0 −w3 w2

−w2 w3 w0 −w1

−w3 −w2 w1 w0









.

(2.2b)
Dla N = 8 ma
ierz W jest kombina
j¡ liniow¡ siedmiu ma
ierzy HR, za±

W (w0, w) = W + w0I8:
W =

























0 w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7

−w1 0 w3 −w2 w5 −w4 −w7 w6

−w2 −w3 0 w1 w6 w7 −w4 −w5

−w3 w2 −w1 0 w7 −w6 w5 −w4

−w4 −w5 −w6 −w7 0 w1 w2 w3

−w5 w4 −w7 w6 −w1 0 −w3 w2

−w6 w7 w4 −w5 −w2 w3 0 −w1

−w7 −w6 w5 w4 −w3 −w2 w1 0

























,

W (w0, w) =

























w0 w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7

−w1 w0 w3 −w2 w5 −w4 −w7 w6

−w2 −w3 w0 w1 w6 w7 −w4 −w5

−w3 w2 −w1 w0 w7 −w6 w5 −w4

−w4 −w5 −w6 −w7 w0 w1 w2 w3

−w5 w4 −w7 w6 −w1 w0 −w3 w2

−w6 w7 w4 −w5 −w2 w3 w0 −w1

−w7 −w6 w5 w4 −w3 −w2 w1 w0

























.

(2.2
)
Spostrze»enie 2.1. Je»eli zde�niowany zostanie nowy wektor pierwszy
h wspóªrz�d-ny
h u = (u1, u2, . . . , uN ) ∈ RN speªniaj¡
y rela
j� u = x−w0y taki, »e dla pewnego
w0 6= 0 za
hodzi y = Wu, to wów
zas ilo
zyny skalarne: 〈u,y〉 = 0, 〈x,y〉 6= 0 dla
u 6= x, y 6= 0, x 6= 0.Uzasadnienie: Z ortogonalno±
i ma
ierzy W (wªasno±¢ D.1) wynika, i» ilo
zynyskalarne wynosz¡ 〈u,y〉 = 〈u,Wu〉 = 0, 〈x,y〉 = 〈u + w0y,Wu〉 = 〈u,Wu〉
+ 〈w0y,Wu〉 = 0 + w0〈y,y〉 6= 0.



2.1. BUDOWA OPERATORA OHR I OPERATORA ODWROTNEGO 23Mo»na wyprowadzi¢ równanie: x = u + w0y, x = −Wy + w0y,
x = (−W + w0IN )y. (2.3)Równanie (2.3) tworzy ukªad równa« liniowy
h, którego rozwi¡zanie w0, w1, . . . ,

wN−1 jest nast�puj¡
e dla dany
h w�zªów x = (x1, x2, . . . , xN ) ∈ RN , x 6= 0,
y = (y1, y2, . . . , yN ) ∈ RN , y 6= 0 [96℄.Dla N = 2 ukªad równa« (2.3) jest nast�puj¡
y po uwzgl�dnieniu (2.2a):

[

x1

x2

]

=

[

w0 −w1

w1 w0

]

·
[

y1

y2

]

,
zyli:
{

w0y1 − w1y2 = x1

w0y2 + w1y1 = x2.Wyzna
znik gªówny tego ukªadu wynosi y2
1 + y2

2 > 0 (przynajmniej jeden w�zeª musimie¢ wspóªrz�dn¡ yi niezerow¡). Rozwi¡zanie ukªadu:
w0 =

x1y1 + x2y2

y2
1 + y2

2

, w1 =
x2y1 − x1y2

y2
1 + y2

2

.Dla N=4 ukªad równa« (2.3) jest nast�puj¡
y po uwzgl�dnieniu (2.2b):








x1

x2

x3

x4









=









w0 −w1 −w2 −w3

w1 w0 w3 −w2

w2 −w3 w0 w1

w3 w2 −w1 w0









·









y1

y2

y3

y4









.Czyli:














w0y1 − w1y2 − w2y3 − w3y4 = x1

w0y2 + w1y1 − w2y4 + w3y3 = x2

w0y3 + w1y4 + w2y1 − w3y2 = x3

w0y4 − w1y3 + w2y2 + w3y1 = x4.Wyzna
znik gªówny tego ukªadu wynosi: y4
1 + y4

2 + y4
3 + y4

4 + 2
∑

i,j y2
i y

2
j > 0 dla

i, j = 1, 2, 3, 4 oraz i < j (przynajmniej jeden w�zeª musi mie¢ wspóªrz�dn¡ yiniezerow¡). Rozwi¡zanie ukªadu równa«:
w0 = (x1y

3
1 +x1y1y

2
2 +x1y

2
4y1 +x1y

2
3y1 +x2y2y

2
1 +x2y

3
2 +x2y

2
4y2 +x2y

2
3y2 +x3y3y

2
2

+ x3y3y
2
1 + x3y

3
3 + x3y3y

2
4 + x4y4y

2
2 + x4y4y

2
1 + x4y4y

2
3 + x4y

3
4)

/(y4
1 + 2y2

1y
2
2 + 2y2

4y
2
1 + 2y2

3y
2
1 + y4

2 + 2y2
4y

2
2 + 2y2

3y
2
2 + y4

3 + 2y2
3y

2
4 + y4

4),

w1 = (x2y
3
1 +y1x2y

2
2 +x3y4y

2
1 −x4y3y

2
1 −y2x1y

2
1 −x1y

3
2 +x3y4y

2
2 −x4y3y

2
2 −x1y

2
3y2

+ x2y
2
3y1 − x4y

3
3 − y3x4y

2
4 − x1y

2
4y2 + x2y

2
4y1 + y4x3y

2
3 + x3y

3
4)

/(y4
1 + 2y2

1y
2
2 + 2y2

4y
2
1 + 2y2

3y
2
1 + y4

2 + 2y2
4y

2
2 + 2y2

3y
2
2 + y4

3 + 2y2
3y

2
4 + y4

4),

w2 = (x3y
3
1 +y2

1y2x4−y4y
2
1x2 +y1y

2
3x3 +y2

2x3y1 +x4y
3
2 +y2y

2
4x4−y3y

2
2x1 +y2x4y

2
3

− y3x1y
2
1 − x1y

3
3 − y2

3y4x2 − y4x2y
2
2 + y1x3y

2
4 − y2

4x1y3 − x2y
3
4)

/(y4
1 + 2y2

1y
2
2 + 2y2

4y
2
1 + 2y2

3y
2
1 + y4

2 + 2y2
4y

2
2 + 2y2

3y
2
2 + y4

3 + 2y2
3y

2
4 + y4

4),
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w3 = (x4y

3
1 −y2x3y

2
1 +y1y

2
4x4 +y3y

2
1x2 +y1y

2
2x4−x3y

3
2 −y4y

2
2x1−y2y

2
3x3 +y3x2y

2
2

+ y1x4y
2
3 + y3

3x2 − y4x1y
2
3 − y2x3y

2
4 − y4x1y

2
1 + y3y

2
4x2 − x1y

3
4)

/(y4
1 + 2y2

1y
2
2 + 2y2

4y
2
1 + 2y2

3y
2
1 + y4

2 + 2y2
4y

2
2 + 2y2

3y
2
2 + y4

3 + 2y2
3y

2
4 + y4

4).Po uprosz
zeniu wyra»e« dane s¡ rozwi¡zania:
w0 =

x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4

y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4

, w1 =
x2y1 − x1y2 + x3y4 − x4y3

y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4

,

w2 =
x3y1 + x4y2 − x1y3 − x2y4

y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4

, w3 =
x2y3 − x1y4 + x4y1 − x3y2

y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4

.Dla N = 8 ukªad równa« (2.3) jest nast�puj¡
y po uwzgl�dnieniu (2.2
):
























x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

























=

























w0 −w1 −w2 −w3 −w4 −w5 −w6 −w7

w1 w0 −w3 w2 −w5 w4 w7 −w6

w2 w3 w0 −w1 −w6 −w7 w4 w5

w3 −w2 w1 w0 −w7 w6 −w5 w4

w4 w5 w6 w7 w0 −w1 −w2 −w3

w5 −w4 w7 −w6 w1 w0 w3 −w2

w6 −w7 −w4 w5 w2 −w3 w0 w1

w7 w6 −w5 −w4 w3 w2 −w1 w0

























·

























y1

y2

y3

y4

y5

y6

y7

y8

























.

Wyzna
znik gªówny tego ukªadu:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

























y1 −y2 −y3 −y4 −y5 −y6 −y7 −y8

y2 y1 y4 −y3 y6 −y5 −y8 y7

y3 −y4 y1 y2 y7 y8 −y5 −y6

y4 y3 −y2 y1 y8 −y7 y6 −y5

y5 −y6 −y7 −y8 y1 y2 y3 y4

y6 y5 −y8 y7 −y2 y1 −y4 y3

y7 y8 y5 −y6 −y3 y4 y1 −y2

y8 −y7 y6 y5 −y4 −y3 y2 y1

























∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣jest ró»ny od zera, je»eli przynajmniej jeden w�zeª posiada wspóªrz�dn¡ yi niezerow¡.Rozwi¡zanie w0, w1, . . . , wN−1 dla N = 2, 4, 8 i w�zªów x = (x1, x2, . . . , xN ) ∈ RN ,
x 6= 0, y = (y1, y2, . . . , yN ) ∈ RN , y 6= 0 mo»na zapisa¢ nast�puj¡
o:dla N = 2:

[

w0

w1

]

=
1

y2
1 + y2

2

[

y1 y2

−y2 y1

]

·
[

x1

x2

]

, (2.4)dla N = 4:








w0

w1

w2

w3









=
1

4
∑

i=1
y2

i









y1 y2 y3 y4

−y2 y1 y4 −y3

−y3 −y4 y1 y2

−y4 y3 −y2 y1









·









x1

x2

x3

x4









, (2.5)
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























w0

w1

w2

w3

w4

w5

w6

w7

























=
1

8
∑

i=1
y2

i

























y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8

−y2 y1 −y4 y3 −y6 y5 y8 −y7

−y3 y4 y1 −y2 −y7 −y8 y5 y6

−y4 −y3 y2 y1 −y8 y7 −y6 y5

−y5 y6 y7 y8 y1 −y2 −y3 −y4

−y6 −y5 y8 −y7 y2 y1 y4 −y3

−y7 −y8 −y5 y6 y3 −y4 y1 y2

−y8 y7 −y6 −y5 y4 y3 −y2 y1

























·

























x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

























. (2.6)
Z równania (2.3) wyzna
zono y: y = (−W + w0I)−1x, y = Mx dla M =

(−W + w0I)−1.Szukany operator HR (OHR) wynosi:
M =

1

1 + w2
0

(W + w0I).Je»eli dla dowolny
h wektorów wspóªrz�dny
h w�zªów x = (x1, x2, . . . , xN ) ∈ RN ,
x 6= 0, y = (y1, y2, . . . , yN ) ∈ RN , y 6= 0 wspóª
zynniki wi nie speªni¡ zaªo»enia:
∑N−1

i=1 w2
i = 1, to wów
zas

(−W + w0I)−1 =
1

N−1
∑

i=0
w2

i

(W + w0I).Rozwi¡zania (2.4), (2.5), (2.6) nadal s¡ aktualne oraz szukany operator OHR i od-wrotny do OHR równe s¡ dla N = 2, 4, 8:
M =

1
N−1
∑

i=0
w2

i

(W + w0I), M−1 = w0I − W . (2.7)Przykªadowy ortogonalny operator sko±no-symetry
zny wymiaru N = 8, wykorzy-stany do obli
ze« w rozdziale 2.3, przedstawia si� nast�puj¡
o:
M =

























0.365 0.181 −0.12 0.167 0.022 0.152 0.282 0.059
−0.181 0.365 0.167 0.12 0.152 −0.022 −0.059 0.282
0.12 −0.167 0.365 0.181 0.282 0.059 −0.022 −0.152

−0.167 −0.12 −0.181 0.365 0.059 −0.282 0.152 −0.022
−0.022 −0.152 −0.282 −0.059 0.365 0.181 −0.12 0.167
−0.152 0.022 −0.059 0.282 −0.181 0.365 −0.167 −0.12
−0.282 0.059 0.022 −0.152 0.12 0.167 0.365 −0.181
−0.059 −0.282 0.152 0.022 −0.167 0.12 0.181 0.365

























.

Budowa operatora Hurwitza-Radona (OHR):Krok 1. Dany
h jest N punktów (N = 2, 4, 8) w przestrzeni R2.Krok 2. Obli
zenie wspóª
zynników wi dla i = 0, 1, . . . , N −1: wzory (2.4), (2.5),(2.6).Krok 3. Budowa operatora M lub operatora odwrotnego M−1 (2.7).



26 ROZDZIA� 2. OPIS METODY MHR2.2 Metoda MHRWyprowadzenie metody MHR bazuje na zaªo»eniu, i» krzyw¡ opisuje zbiór w�zªów
(x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn) ∈ R2 o staªym kroku h/2 we wspóªrz�dnej xi�wów
zas
h/2 = xi+1 − xi, lub we wspóªrz�dnej yi (h/2 = yi+1 − yi). Je»eli w�zªy maj¡staªy krok w pierwszej wspóªrz�dnej, wów
zas w 
elu obli
zenia warto±
i dla ar-gumentu z przedziaªu [x0, x1] nale»y wyzna
zy¢ dwa operatory OHR: M0 zbu-dowany na w�zªa
h (a = x0, y0), (x2, y2), . . . , (x2N−2, y2N−2), natomiast M1 zbu-dowany na w�zªa
h (b = x1, y1), (x3, y3), . . . , (x2N−1, y2N−1) dla N = 2, 4, 8. Dzi�kioperatorom M 0 i M1 mo»liwe jest okre±lenie warto±
i dla dowolnego argumentu
c ∈ [a; b] i kolejny
h N − 1 argumentów z krokiem h. Je»eli w�zªy maj¡ staªykrok w zmiennej y, wów
zas w 
elu obli
zenia zmiennej x dla drugiej wspóªrz�d-nej z przedziaªu [y0, y1] nale»y wyzna
zy¢ dwa operatory OHR: M−1

0 zbudowanyna w�zªa
h (x0, a = y0), (x2, y2), . . . , (x2N−2, y2N−2), natomiast M−1
1 zbudowany naw�zªa
h (x1, b = y1), (x3, y3), . . . , (x2N−1, y2N−1) dla N = 2, 4, 8. Dzi�ki operatorom

M−1
0 i M−1

1 mo»liwe jest okre±lenie pierwszej wspóªrz�dnej dla dowolnej drugiejwspóªrz�dnej c ∈ [a; b] i kolejny
h N − 1 wspóªrz�dny
h z krokiem h.2.2.1 Wyzna
zanie warto±
i po±redni
hAlgorytm wykorzystania operatorów M0 i M1 do konstruowania operatora ±redniego
M 2 oraz wykorzystania operatorów M−1

0 i M−1
1 do konstruowania odwrotnego ope-ratora ±redniego M−1

2 jest nast�puj¡
y:1. Nie
h c (Rys. 2.3) b�dzie warto±
i¡ po±redni¡ z przedziaªu [a; b].2. Obli
za si� α = k
m+k

, β = m
m+k

; jest o
zywiste, »e α + β=1.3. Wyzna
za si� operator ±redni M2 jako kombina
j� wypukª¡ M0 i M 1 lubodwrotny operator ±redni M−1
2 jako kombina
j� wypukª¡ M−1

0 i M−1
1 :

M2 = α · M0 + β · M1, M−1
2 = α · M−1

0 + β · M−1
1 . (2.8)

Rysunek 2.3. Propor
je podziaªu od
inka [a; b] maj¡ swoje odzwier
iedlenie przybudowaniu operatora ±redniego M2Mo»na wtedy zapisa¢: c = α · a + (1 − α) · b. Nie
h h/2 = b − a ozna
za staªykrok jednej ze wspóªrz�dny
h w�zªów. Je»eli M 0 jest operatorem zbudowanym dlapierwszego w�zªa o wspóªrz�dnej a i kolejny
h w�zªów z krokiem wspóªrz�dnej h,to kolumny ma
ierzy M0 stanowi¡ ortogonalne wektory bazowe dla ty
h w�zªów(sªu»¡
y
h do budowy operatora M0). Podobnie ma
ierz M 1 zawiera ortogonalnewektory bazowe dla pierwszego w�zªa o wspóªrz�dnej b i kolejny
h w�zªów z krokiemwspóªrz�dnej h. Je»eli c = α ·a+(1−α) · b, to dla wektorów bazowy
h za
hodzi takasama kombina
ja liniowa α ·M 0 +(1−α) ·M 1. Ozna
za to, i» punktowi c i kolejnymz krokiem h odpowiada operator M2 = α · M0 + (1 − α) · M 1.
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h f ozna
za przeksztaª
enie przedziaªu [a; b] w zbiór operatorów OHR zbu-dowany
h dla pierwszego w�zªa o wspóªrz�dnej z przedziaªu [a; b] i kolejny
h w�zªówz krokiem wspóªrz�dnej h, ozna
zony HR(a, b).
f : [a; b] → HR(a, b).Przeksztaª
enie f jest zbudowane nast�puj¡
o: c → α · M0 + (1 − α) · M 1, gdzie

c = α · a + (1 − α) · b. Zauwa»my, »e f speªnia warunki brzegowe f(a) = M0,
f(b) = M1. �atwo wykaza¢ wªasno±¢ liniowo±
i: f(c) = f(α · a + (1 − α) · b) =
α · f(a) + (1 − α) · f(b) = α · M 0 + (1 − α) · M1.Uwaga:Przeksztaª
enie liniowe f jest funk
j¡ wzajemnie jednozna
zn¡, 
zyli ka»demu punk-towi przedziaªu [a; b] b�dzie odpowiadaª dokªadnie jeden operator ze zbioru HR(a, b)a ró»nym punktom�ró»ne operatory.Spostrze»enie 2.2. Obli
zenia z wykorzystaniem ma
ierzy HR o wymiara
h N = 4posiadaj¡ mniejsz¡ zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ ni» obli
zenia z ma
ierzami HR dla N = 8.Uzasadnienie: Ch
¡
 odtworzy¢ nieznan¡ wspóªrz�dn¡ w jednym punk
ie krzy-wej za pomo
¡ operatora OHR o wymiara
h 4 × 4 nale»y wykona¢ 84 dziaªaniamno»enia lub dzielenia (2.5), (2.7). Natomiast obli
zenie pojedyn
zej wspóªrz�dnejw przypadku operatora OHR o wymiara
h 8 × 8 wymaga 194 mno»e« lub dziele«(2.5), (2.7). Dodawania i odejmowania mo»na nie bra¢ pod uwag� przy sza
owaniuzªo»ono±
i obli
zeniowej.Spostrze»enie 2.3. Nie
h n ozna
za najwi�ksz¡ li
zb� ma
ierzy HR w jednej ro-dzinie danego wymiaru. W 
elu odtworzenia konturu za pomo
¡ operatorów 8 × 8(n = 7) nale»y posiada¢ 
o najmniej 17 w�zªów o elementa
h rze
zywisty
h, nato-miast w przypadku operatorów 4×4 (n = 3) minimalna ilo±¢ to 9 w�zªów o elementa
hrze
zywisty
h. Wykorzystanie operatorów 2 × 2 (n = 1) to minimum 5 w�zªów.Uzasadnienie: W 
elu obli
zenia drugiej wspóªrz�dnej punktów le»¡
y
h pomi�-dzy w�zªami, 
zyli dla pierwszy
h wspóªrz�dny
h w przedziaªa
h [x0, x1], [x2, x3],. . . ,
[x2n, x2n+1], nale»y obli
zy¢ dwa operatory M0 i M1: jeden dla w�zªów (x0, y0),
(x2, y2),. . . , (x2n, y2n), drugi operator dla w�zªów (x1, y1), (x3, y3),. . . , (x2n+1, y2n+1),a nast�pnie wyzna
za si� operator ±redni M 2 o odpowiedni
h wspóª
zynnika
h. Ope-ratory ±rednie M2 = α · M0 + β · M1 (2.8) sªu»¡ do obli
zenia punktów le»¡
y
hmi�dzy w�zªami. Czyli potrzeba 2n + 2 w�zªów: 16 w�zªów w przypadku opera-tora 8 × 8 oraz 8 w�zªów dla wymiaru 4 × 4. W 
elu obli
zenia drugi
h wspóªrz�d-ny
h dla pierwszy
h wspóªrz�dny
h le»¡
y
h w przedziaªa
h [x1, x2], [x3, x4],. . . ,
[x2n+1, x2n+2], nale»y wykorzysta¢ dwa operatory: jeden dla w�zªów (x2, y2), (x4, y4),. . . ,
(x2n+2, y2n+2), drugi operator dla w�zªów (x1, y1), (x3, y3),. . . , (x2n+1, y2n+1), któryju» byª zbudowany. Nast�pnie wyzna
za si� operator ±redni o odpowiedni
h wspóª
zyn-nika
h. Do poprzedniej li
zby w�zªów 2n + 2 dodano jeden, 
o w sumie daje 2n + 3.To ozna
za 17 w�zªów w przypadku operatora 8×8 oraz 9 w�zªów dla wymiaru 4×4i 5 w�zªów dla OHR 2 × 2.Metoda Hurwitza-Radona (MHR) odtworzenia brakuj¡
y
h punktówkrzywejZaªo»enie: na wej±
iu dane s¡ punkty 
harakterysty
zne w R2 opisuj¡
e krzyw¡(wybrane przez eksperta), posiadaj¡
e staªy krok w pierwszej lub w drugiej wspóª-



28 ROZDZIA� 2. OPIS METODY MHRrz�dnej. Najpierw kontur nale»y podzieli¢ na 
z�±
i opisane w�zªami ze staªym kro-kiem jednej ze wspóªrz�dny
h, ustanowionymi w ekstrema
h lokalny
h innej wspóª-rz�dnej oraz w punkta
h znajduj¡
y
h si� pomi�dzy nimi (
o najmniej jeden punktle»¡
y pomi�dzy s¡siednimi ekstremami lokalnymi).Na wyj±
iu obli
zone s¡ brakuj¡
e wspóªrz�dne punktów le»¡
y
h na krzywej:na podstawie wyzna
zony
h punktów mo»liwe jest odtworzenie krzywej (odpowiednidobór w�zªów zapewnia bezstratn¡ lub maªostratn¡ rekonstruk
j� krzywej).Podziaª konturu na posz
zególne 
z�±
i zakodowane w posta
i zbioru w�zªówo staªym kroku w jednej ze wspóªrz�dny
h powoduje, »e ka»da 
z�±¢ konturu mo»eby¢ zrekonstruowana oddzielnie i umiesz
zone na jednym obrazie wszystkie odtwo-rzone punkty przedstawi¡ zrekonstruowany 
aªy kontur.Krok 1. Wybór w�zªów (xi; yi) ∈ R2 dla i = 0, 1, . . . , n, pogrupowany
h dla ka»dej
z�±
i konturu w podzbiory zªo»one z 
o najmniej pi�
iu w�zªów o staªymkroku h/2 jednej ze wspóªrz�dny
h. W�zªami s¡ ekstrema lokalne jednejze wspóªrz�dny
h oraz punkty znajduj¡
e si� pomi�dzy nimi (
o najmniejjeden le»¡
y mi�dzy ka»d¡ par¡ s¡siedni
h ekstremów lokalny
h).Krok 2. Zbudowanie dwó
h operatorów OHR (wymiaru N = 2, 4, 8) na pod-stawie kolejny
h 2N w�zªów: np. jeden operator M 0 zbudowany z kole-jny
h w�zªów (xi; yi) o indeksa
h parzysty
h i kroku h (i = 0, 2, . . . ,
2N − 2), drugi M1 z kolejny
h w�zªów (xi; yi) o indeksa
h nieparzysty
h(i = 1, 3, . . . , 2N − 1). W przypadku w�zªów o równoodlegªy
h drugi
hwspóªrz�dny
h nale»y wykorzysta¢ operatory odwrotne do OHR.Krok 3. Wybór li
zby c ∈ [a; b], dla której zostanie wyzna
zona poszukiwanawspóªrz�dna x lub wspóªrz�dna y: w przypadku staªego kroku pierwszejwspóªrz�dnej a = x0, b = x1; natomiast w przypadku staªego krokudrugiej wspóªrz�dnej a = y0, b = y1. Dla li
zby c nale»y ustali¢ para-metr α ∈ [0; 1], aby c = α · a + (1 − α) · b (Rys. 2.3).Krok 4. Budowany jest operator ±redni M 2 = α · M0 + (1 − α) · M1 (w przy-padku w�zªów o staªym kroku pierwszej wspóªrz�dnej) wg wzoru (2.8) luboperator ±redni M−1

2 = α · M−1
0 + (1 − α) · M−1

1 (w przypadku w�zªówo staªym kroku drugiej wspóªrz�dnej).Krok 5. Obli
za si� wektor drugi
h wspóªrz�dny
h Y (C) = M2 · C dla
C = [c, c + h, . . . , c + (N − 1) · h]Tw 
elu wyzna
zenia brakuj¡
y
h wspóªrz�dny
h rekonstruowany
h punk-tów, gdzie
Y (C) = [yc, yc+h, . . . , yc+(N−1)h]Toraz yc+j·h dla j = 0, 1, . . . , N − 1 jest obli
zon¡ drug¡ wspóªrz�dn¡ dlapierwszej wspóªrz�dnej c + j · h. W przypadku w�zªów o staªym krokudrugiej wspóªrz�dnej obli
za si� wektor pierwszy
h wspóªrz�dny
h

X(C) = M−1
2 · C,gdzie X(C) = [xc, xc+h, . . . , xc+(N−1)h]T oraz xc+j·h dla j = 0, 1, . . . , N −

1 jest wyzna
zon¡ pierwsz¡ wspóªrz�dn¡ dla drugiej wspóªrz�dnej c+j ·h.
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 kontur obrazu nale»y rozdzieli¢ na 
z�±
i, które mog¡ zosta¢ opisane zapomo
¡ w�zªów o staªym kroku jednej ze wspóªrz�dny
h. Odtworzenie brakuj¡
y
hpunktów przebiega w posz
zególny
h podzbiora
h Bi w�zªów o staªym kroku danejwspóªrz�dnej. Je»eli stosowane s¡ operatory wymiaru N = 2, to rekonstruk
ja jednej
z�±
i konturu odbywa si� za pomo
¡ nast�puj¡
y
h podzbiorów w�zªów:
B0 = {(x0; y0), . . . , (x4; y4)},
B1 = {(x4; y4), . . . , (x8; y8)},
B2 = {(x8; y8), . . . , (x12; y12)},...
Bi = {(x4i; y4i), . . . , (x4i+4; y4i+4)}.a» do wy
zerpania w�zªów opisuj¡
y
h dan¡ 
z�±¢ konturu. Je»eli stosowane s¡ ope-ratory wymiaru N = 4, to rekonstruk
ja jednej 
z�±
i konturu odbywa si� za pomo
¡nast�puj¡
y
h podzbiorów w�zªów:
B0 = {(x0; y0), . . . , (x8; y8)},
B1 = {(x8; y8), . . . , (x16; y16)},
B2 = {(x16; y16), . . . , (x24; y24)},...
Bi = {(x8i; y8i), . . . , (x8i+8; y8i+8)}a» do wy
zerpania w�zªów opisuj¡
y
h dan¡ 
z�±¢ konturu. Je»eli stosowane s¡ ope-ratory wymiaru N = 8, to rekonstruk
ja jednej 
z�±
i konturu odbywa si� za pomo
¡nast�puj¡
y
h podzbiorów w�zªów:

B0 = {(x0; y0), . . . , (x16; y16)},
B1 = {(x16; y16), . . . , (x32; y32)},
B2 = {(x32; y32), . . . , (x48; y48)},...
Bi = {(x16i; y16i), . . . , (x16i+16; y16i+16)}a» do wy
zerpania w�zªów opisuj¡
y
h dan¡ 
z�±¢ konturu. Ogólnie: korzystaj¡
z operatora OHR wymiaru N = 2, 4, 8 przy rekonstruk
ji danej 
z�±
i konturujeden podzbiór w�zªów Bi zawiera 2N + 1 w�zªów oraz Bi = {(x2Ni; y2Ni), . . . ,

(x2Ni+2N ; y2Ni+2N )}. Je»eli ostatni w�zeª opisuj¡
y jedn¡ 
z�±¢ konturu nie ma in-deksu posta
i 2N ·i+2N , to wtedy ostatni podzbiór w�zªów dla danej 
z�±
i konturuskªada si� z ko«
owy
h 2N + 1 w�zªów. Tak wi�
 ostatni i przedostatni podzbiórw�zªów, jak równie» dwa dowolne podzbiory w�zªów Bi dla danej 
z�±
i konturu,mog¡ zawiera¢ wi�
ej ni» jeden identy
zny w�zeª (
o najmniej jeden w�zeª musi by¢ró»ny).Spostrze»enie 2.4. Wymiary operatorów OHR u»yty
h przy rekonstruk
ji dwó
h
z�±
i konturu mog¡ by¢ ró»ne.Przykªad zbioru w�zªów konturu (Rys. 2.7) zªo»onego z trze
h 
z�±
i. Jedn¡ 
z�±¢konturu opisuj¡ w�zªy o staªym kroku pierwszej wspóªrz�dnej h/2 = 0.5:
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Rysunek 2.4. Rysunek przedstawia pi�tna±
ie w�zªów o staªym kroku pierwszejwspóªrz�dnejPierwsza 
z�±¢ zbioru (Rys. 2.4) nie mo»e by¢ odtworzona za pomo
¡ operatorówwymiaru N = 8, gdy» ilo±¢ w�zªów jest mniejsza ni» siedemna±
ie. W przypadku od-twarzania tej 
z�±
i konturu operatorami o wymiara
h N = 4 dane b�d¡ nast�puj¡
epodzbiory w�zªów:
B0 = {(1; 8), (1.5; 6), (2; 5.5), (2.5; 5.9), (3; 7), (3.5; 4.2), (4; 2), (4.5; 3.1), (5; 4)},

B1 = {(4; 2), (4.5; 3.1), (5; 4), (5.5; 2.1), (6; 1), (6.5; 0.8), (7; 0), (7.5; 2.6), (8; 5.7)}.W przypadku odtwarzania tej 
z�±
i konturu operatorami o wymiara
h N = 2 daneb�d¡ nast�puj¡
e podzbiory w�zªów:
B0 = {(1; 8), (1.5; 6), (2; 5.5), (2.5; 5.9), (3; 7)},

B1 = {(3; 7), (3.5; 4.2), (4; 2), (4.5; 3.1), (5; 4)},

B2 = {(5; 4), (5.5; 2.1), (6; 1), (6.5; 0.8), (7; 0)},

B3 = {(6; 1), (6.5; 0.8), (7; 0), (7.5; 2.6), (8; 5.7)}.Drugi zbiór w�zªów (Rys. 2.7) o staªym kroku drugiej wspóªrz�dnej h/2 = 1:

Rysunek 2.5. Rysunek przedstawia szesna±
ie w�zªów o staªym kroku drugiej wspóª-rz�dnej
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z�±¢ (Rys. 2.5) nie mo»e by¢ odtworzona za pomo
¡ operatorów wymiaru
N = 8, gdy» ilo±¢ w�zªów jest mniejsza ni» siedemna±
ie (dla szesnastu w�zªów tylkopoªowa punktów danej 
z�±
i konturu mo»e zosta¢ zrekonstruowana za pomo
¡ ope-ratorów wymiaru N = 8). W przypadku odtwarzania tej 
z�±
i konturu operatoramio wymiara
h N = 4 dane b�d¡ nast�puj¡
e podzbiory w�zªów:
B0 ={(8; 5.7), (9.1; 6.7), (10.1; 7.7), (11.5; 8.7), (12.9; 9.7), (13.1; 10.7), (14.7; 11.7),

(13.8; 12.7), (12.7; 13.7)},

B1 = {(13.8; 12.7), (12.7; 13.7), (11.6; 14; 7), (10.1; 15.7), (9.5; 16.7), (8.7; 17.7),

(7; 18.7), (6.2; 19.7), (5; 20.7)}.W przypadku odtwarzania tej 
z�±
i konturu operatorami o wymiara
h N = 2 daneb�d¡ nast�puj¡
e podzbiory w�zªów:
B0 = {(8; 5.7), (9.1; 6.7), (10.1; 7.7), (11.5; 8.7), (12.9; 9.7)},

B1 = {(12.9; 9.7), (13.1; 10.7), (14.7; 11.7), (13.8; 12.7), (12.7; 13.7)},

B2 = {(12.7; 13.7), (11.6; 14; 7), (10.1; 15.7), (9.5; 16.7), (8.7; 17.7)},

B3 = {(9.5; 16.7), (8.7; 17.7)}, (7; 18.7), (6.2; 19.7), (5; 20.7)}.Trze
i zbiór w�zªów (Rys. 2.7) o staªym kroku pierwszej wspóªrz�dnej h/2 = 1przedstawiono na Rys. 2.6.

Rysunek 2.6. Rysunek przedstawia pi�¢ w�zªów o staªym kroku pierwszej wspóªrz�d-nej Trze
ia 
z�±¢ konturu (Rys. 2.6) mo»e zosta¢ odtworzona tylko za pomo
¡ ope-ratorów wymiaru N = 2 (ilo±¢ w�zªów mniejsza ni» dziewi�¢). Wszystkie w�zªyopisuj¡
e dany kontur przedstawiono na Rys. 2.7.
Rysunek 2.7. Rysunek przedstawia wszystkie w�zªy przykªadowego konturu



32 ROZDZIA� 2. OPIS METODY MHRDe�ni
ja 2.1. W przypadku konturu zªo»onego ze sko«
zonej ilo±
i punktów stopie«(rz¡d) kompresji MHR jest stosunkiem li
zby w�zªów kompresji do li
zby wszystki
hpunktów konturu.S
hemat blokowy kompresji MHR dla 
aªego konturu K przedstawiony zostaª naRys. 2.8.

Rysunek 2.8. S
hemat blokowy kompresji MHR dla 
aªego konturuS
hemat blokowy podziaªu 
aªego konturu K na 
z�±
i Ki (i = 1, 2, . . . ,L) w takisposób, aby dla ka»dej 
z�±
i konturu mo»liwe byªo wyzna
zenie w�zªów o staªymkroku jednej ze wspóªrz�dny
h, przedstawiony jest na Rys. 2.9.Funk
ja sgn(arg(b − a)) ma za zadanie sprawdzenie znaku ró»ni
y pierwszy
hwspóªrz�dny
h punktów a i b. Funk
ja sgn(wart(b− a)) ma za zadanie sprawdzenieznaku ró»ni
y drugi
h wspóªrz�dny
h punktów a i b. Funk
ja cecha(a, b) przyjmujewarto±¢ sgn(arg(b − a)) lub sgn(wart(b − a)) w zale»no±
i od trze
h s¡siedni
hpunktów i jest wykorzystywana w 
elu ustalenia, do kiedy dana 
z�±¢ konturu mo»eby¢ opisana za pomo
¡ w�zªów o staªym kroku danej wspóªrz�dnej.S
hemat blokowy wyzna
zania w�zªów dla 
z�±
i Ki (i = 1, 2, . . . ,L) w takisposób, aby w�zªy ustalone byªy w ekstrema
h lokalny
h jednej ze wspóªrz�dny
horaz w przynajmniej jednym punk
ie konturu le»¡
ym mi�dzy ekstremami i »ebyw�zªy posiadaªy staªy krok h innej wspóªrz�dnej, przedstawia Rys. 2.10.Funk
ja arg obli
za ró»ni
� pierwszy
h wspóªrz�dny
h dwó
h punktów, funk
ja
wart obli
za ró»ni
� drugi
h wspóªrz�dny
h dwó
h punktów. S
hemat blokowy wyz-na
zania ekstremów lokalny
h jest przedstawiony na Rys. 2.11.Funk
ja f jest zde�niowana na po
z¡tku s
hematu w zale»no±
i od tego, którawspóªrz�dna ma staªy krok. Ekstrema lokalne E0 i EM s¡ punktami skrajnymi danej
z�±
i konturu.Rekonstruk
ja (dekompresja) 
aªego konturu zªo»onego z 
z�±
i Ki (i = 1, 2, . . . ,L)przebiega zgodnie ze s
hematem na Rys. 2.12.Odtworzenie wspóªrz�dny
h brakuj¡
y
h punktów przebiega wg s
hematuz Rys. 2.13 (funk
ja g jest zde�niowana na po
z¡tku s
hematu w zale»no±
i od
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Rysunek 2.9. S
hemat blokowy podziaªu 
aªego konturu na 
z�±
i

Rysunek 2.10. S
hemat blokowy wyzna
zania w�zªów kompresji dla 
z�±
i konturu Ki
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Rysunek 2.11. S
hemat blokowy wyzna
zania ekstremów lokalny
h dla 
z�±
i kon-turu Ki

Rysunek 2.12. S
hemat blokowy dekompresji (rekonstruk
ji) 
aªego konturu
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Rysunek 2.13. S
hemat blokowy rekonstruk
ji wspóªrz�dny
h brakuj¡
y
h punktów



36 ROZDZIA� 2. OPIS METODY MHRtego, która wspóªrz�dna ma staªy krok; pierwsze wspóªrz�dne punktów x nazwanoargumentami�arg., natomiast drugie wspóªrz�dne punktów y nazwano warto±
ia-mi�wart.).Przykªad 
zarno-biaªego obrazu i odpowiedniego konturu z rozdziaªu 3.4 [45℄przedstawia rysunek 2.14

Rysunek 2.14. Obraz obiektu oraz wydzielony konturIlo±¢ w�zªów w MHR uzale»niona jest od ilo±
i minimum lub maksimum lokalny
hwarto±
i wspóªrz�dny
h danej krzywej. Je»eli punkty 
harakterysty
zne posiadaj¡staªy krok wspóªrz�dnej xi, to ekstremum lokalne doty
zy wspóªrz�dnej yi; natomiastje»eli punkty 
harakterysty
zne posiadaj¡ staªy krok wspóªrz�dnej yi, to ekstremumlokalne rozpatrywane jest ze wzgl�du na wspóªrz�dn¡ xi. Im wi�
ej wykres krzy-wej posiada ekstremów lokalny
h, tym wi�
ej nale»y okre±li¢ w�zªów i tym mniejszyjest stopie« kompresji. Np. ka»da poªowa listka na Rys. 2.14 posiada trzydzie±
iekstremów lokalny
h jednej ze wspóªrz�dny
h i mo»e by¢ skompresowana i zrekon-struowana za pomo
¡ siedmiu zbiorów w�zªów Ki.2.2.2 Wªasno±
i metody MHRBardzo istotne jest zbadanie dokªadno±
i, z jak¡ odtwarzane s¡ wszystkie punkty kon-turu. Dla N = 2 ilo±¢ informa
ji umiesz
zona w ma
ierzy operatora o wymiara
h
2×2 jest mniejsza ni» w OHR wymiaru 4×4 lub 8×8. Zale
a si� wi�
 stosowa¢ opera-tory dla N = 4 lub N = 8, poniewa» zapewniaj¡ wi�ksz¡ dokªadno±¢ obli
ze«. Je»eliprzyj¡¢ klasy
znie, »e odtworzony kontur ma ksztaªt wielomianu interpola
yjnego,to osza
owanie bª�du znajduje si� w [34℄. Nasza metoda MHR pozwala jednak nawierniejsze odtworzenie oryginalnego konturu ni» tylko za pomo
¡ wielomianu.Najwa»niejsz¡ 
e
h¡ operatora OHR jest to, i» jego ma
ierz zawiera ortogonalnewektory kolumnowe lub wierszowe, które stanowi¡ ortogonaln¡ baz� dla punktóww�zªowy
h, sªu»¡
y
h do budowy danego operatora OHR. Kolumny stanowi¡ or-togonalne wektory bazowe, które dla wspóª
zynników zapisany
h w wektorze pier-wszy
h wspóªrz�dny
h x ∈ RN pozwol¡ wyzna
zy¢ wektor drugi
h wspóªrz�dny
h
y z równania y = M · x. Znaleziona baza (2.7) jest wi�
 najlepsz¡ baz¡ pod k¡temza
howania informa
ji o w�zªa
h i pozwala na odtworzenie punktów le»¡
y
h mi�dzyw�zªami (Rys. 2.15). Istotny jest dobór w�zªów w punkta
h 
harakterysty
zny
h kon-turu: ekstrema lokalne oraz punkty le»¡
e mi�dzy nimi (
o najmniej jeden). Dzi�kitakiemu wyborowi punktów kompresji jest pewne, i» pomi�dzy s¡siednimi w�zªamifunk
ja jest niemalej¡
a lub nierosn¡
a (rekonstruowane punkty pomi�dzy s¡sied-nimi w�zªami le»¡ w prostok¡tnym obszarze [x1, x2]× [y1, y2] wyzna
zonym przez te
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howana jest podstawowa informa
ja o monotoni
zno±
i i ekstrema
h krzy-wej). Innym wa»nym 
zynnikiem wpªywaj¡
ym na dokªadno±¢ obli
ze« jest fakt, i»kombina
ja liniowa dwó
h operatorów (2.8) jest wypukªa. Dzi�ki temu jest pewno±¢,»e je»eli dla dwó
h kolejny
h w�zªów np. (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 o staªym krokupierwszej wspóªrz�dnej zbudowane s¡ operatory i poszukiwana jest warto±¢ y dla
x ∈ [x1, x2], to y ∈ [y1, y2]. Podobnie je»eli w�zªy posiadaj¡ staªy krok drugiejwspóªrz�dnej i poszukiwana jest pierwsza wspóªrz�dna x dla y ∈ [y1, y2], to x nale»ydo przedziaªu [x1, x2].
Rysunek 2.15. Odtworzone punkty (x, y), (t, u) le»¡
e mi�dzy w�zªami (x1, y1),
(x2, y2)Punkty po dekompresji utworz¡ krzyw¡ 
i¡gª¡ [71℄: je»eli (Rys. 2.15) t = x + δ,
u = y + ε oraz je»eli δ → 0, to t → x oraz na mo
y monotoni
zno±
i krzywej u → y,
ε → 0. Dokªadno±¢ dekompresji jest badana w klasie funk
ji 
i¡gªy
h.Spostrze»enie 2.5. Dane s¡ dwa kolejne w�zªy (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 o staªymkroku pierwszej wspóªrz�dnej x2 − x1 = h/2. Nie
h c ∈ [x1, x2] oraz yc ozna
zaobli
zon¡ drug¡ wspóªrz�dn¡ punktu (c, yc). Je»eli h/2 → 0, to yc → y1.Uzasadnienie: Je»eli x2 − x1 → 0, to x2 → x1 oraz na mo
y monotoni
zno±
i
y2 → y1. Punkt (c, yc) le»y w prostok¡tnym obszarze [x1, x2]×[y1, y2]. Je»eli x2 → x1oraz y2 → y1, to [x1, x2] × [y1, y2] → (x1, y1). Czyli c → x1, yc → y1.Dla staªego kroku drugiej wspóªrz�dnej Spostrze»enie 2.5 jest analogi
zne. Danes¡ dwa kolejne w�zªy (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 o staªym kroku drugiej wspóªrz�dnej
y2 − y1 = h/2. Nie
h c ∈ [y1, y2] oraz xc ozna
za obli
zon¡ pierwsz¡ wspóªrz�dn¡punktu (xc, c). Je»eli h/2 → 0, to xc → x1.Spostrze»enie 2.6. Warto±
i y1, y2 w�zªów (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 s¡ odtworzonedokªadnie za pomo
¡ operatora OHR o wymiarze N = 2 zbudowanego na w�zªa
h
(x1, y1), (x2, y2) o staªym kroku wspóªrz�dnej xi (ilo±¢ w�zªów i > 4).Uzasadnienie: Obli
zono wspóª
zynniki (2.4):

w0 =
x1y1 + x2y2

y2
1 + y2

2

, w1 =
x2y1 − x1y2

y2
1 + y2

2

.Wów
zas operator (2.7) wynosi:
M =

1

x2
1 + x2

2

[

x1y1 + x2y2 x2y1 − x1y2

x1y2 − x2y1 x1y1 + x2y2

]

.Nast�pnie wyzna
zono M · x:
1

x2
1 + x2

2

[

x1y1 + x2y2 x2y1 − x1y2

x1y2 − x2y1 x1y1 + x2y2

] [

x1

x2

]

=

[

y1

y2

]

.
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i y1, y2 s¡ odtworzone dokªadnie.Wyzna
zaj¡
 operator M wymiaru N = 2 wg spostrze»enia 2.6 nale»y wykona¢dziewi�¢ dziaªa« mno»enia i dzielenia. Natomiast obli
zaj¡
 wspóª
zynniki (2.4)i podstawiaj¡
 do wzoru (2.7) ilo±¢ taki
h dziaªa« wynosi 
zterna±
ie. Zªo»ono±¢obli
zeniowa metody zostaªa zmniejszona.Spostrze»enie 2.7. Wspóªrz�dne x1, x2 w�zªów (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2 s¡ odtwo-rzone dokªadnie za pomo
¡ operatora odwrotnego do OHR o wymiarze N = 2 zbu-dowanego na w�zªa
h (x1, y1), (x2, y2) o staªym kroku wspóªrz�dnej yi (ilo±¢ w�zªów
i > 4).Uzasadnienie: Obli
zono wspóª
zynniki (2.4):

w0 =
x1y1 + x2y2

y2
1 + y2

2

, w1 =
x2y1 − x1y2

y2
1 + y2

2

.Wów
zas operator odwrotny do (2.7) wynosi:
M−1 =

1

y2
1 + y2

2

[

x1y1 + x2y2 x1y2 − x2y1

x2y1 − x1y2 x1y1 + x2y2

]

. (2.9)Nast�pnie wyzna
zono M−1 · y:
1

y2
1 + y2

2

[

x1y1 + x2y2 x1y2 − x2y1

x2y1 − x1y2 x1y1 + x2y2

] [

y1

y2

]

=

[

x1

x2

]

.Wspóªrz�dne x1, x2 s¡ odtworzone dokªadnie.Dla N = 4, 8 spostrze»enia 2.6 i 2.7 oraz dowody s¡ analogi
zne: wspóªrz�dnew�zªów s¡ odtworzone dokªadnie za pomo
¡ operatora OHR albo operatora odwrot-nego do OHR zbudowanego na ty
h w�zªa
h.Uzasadnienie: Korzystaj¡
 dla N = 4 ze spostrze»e« 2.10 i 2.11 mo»na obli
zy¢
M ·x oraz M−1 ·y dla x = [x1, x2, x3, x4]

T ∈ R4 i y = [y1, y2, y3, y4]
T ∈ R4. Wynikis¡ dokªadne: M ·x = y oraz M−1 ·y = x. Podobnie dla N = 8 nale»y wykorzysta¢spostrze»enia 2.12 i 2.13.Spostrze»enie 2.8. Operator OHR zbudowany na w�zªa
h (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2o staªym kroku wspóªrz�dnej xi równy jest:

M =
1

x2
1 + x2

2

[

x1 x2

−x2 x1

] [

y1 −y2

y2 y1

]

.Uzasadnienie wynika ze spostrze»enia 2.6.Spostrze»enie 2.9. Operator odwrotny do OHR skonstruowany na w�zªa
h (x1, y1),
(x2, y2) ∈ R2 o staªym kroku wspóªrz�dnej yi równy jest (2.9):

M−1 =
1

y2
1 + y2

2

[

x1 −x2

x2 x1

] [

y1 y2

−y2 y1

]

.Uzasadnienie wynika ze spostrze»enia 2.7.



2.2. METODA MHR 39Spostrze»enie 2.10. Operator OHR zbudowany na w�zªa
h (x1, y1),(x2, y2),(x3, y3),
(x4, y4) ∈ R2 o staªym kroku wspóªrz�dnej xi równy jest:

M =
1

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4









u0 u1 u2 u3

−u1 u0 −u3 u2

−u2 u3 u0 −u1

−u3 −u2 u1 u0







dla
u0 = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4, u1 = −x1y2 + x2y1 + x3y4 − x4y3,

u2 = −x1y3 − x2y4 + x3y1 + x4y2, u3 = −x1y4 + x2y3 − x3y2 + x4y1.Uzasadnienie: Wyzna
zone wspóª
zynniki (2.5) wstawiono do wzoru (2.7) i doko-nano reduk
ji wyra»e«.Uwaga:Dzi�ki spostrze»eniu 2.10 ilo±¢ dziaªa« mno»enia i dzielenia potrzebny
h do wyz-na
zenia operatora OHR wymiaru N = 4 wynosi dwadzie±
ia pi�¢, natomiast obli
za-j¡
 wspóª
zynniki (2.5) i podstawiaj¡
 do wzoru (2.7) ilo±¢ taki
h dziaªa« wynositrzydzie±
i 
ztery. Zªo»ono±¢ obli
zeniowa metody zostaªa zmniejszona.Spostrze»enie 2.11. Operator odwrotny do OHR zbudowany na w�zªa
h (x1, y1),
(x2, y2), (x3, y3), (x4, y4) ∈ R2 o staªym kroku wspóªrz�dnej yi równy jest:

M−1 =
1

y2
1 + y2

2 + y2
3 + y2

4









u0 −u1 −u2 −u3

u1 u0 u3 −u2

u2 −u3 u0 u1

u3 u2 −u1 u0









. (2.10)Wspóª
zynniki ui oraz uzasadnienie jak spostrze»enie 2.10.Uwaga:Spostrze»enie 2.11 nie zmienia ilo±
i dziaªa« mno»enia i dzielenia potrzebny
h dowyzna
zenia operatora odwrotnego do OHR wymiaru N = 4 (2.10): nadal ilo±¢taki
h dziaªa« wynosi dwadzie±
ia pi�¢.Spostrze»enie 2.12. Operator M zbudowany na w�zªa
h (xi, yi) ∈ R2, i = 1, 2, . . . ,
8 o staªym kroku wspóªrz�dnej xi równy jest:

M =
1

8
∑

i=1
x2

i

























u0 u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7

−u1 u0 u3 −u2 u5 −u4 −u7 u6

−u2 −u3 u0 u1 u6 u7 −u4 −u5

−u3 u2 −u1 u0 u7 −u6 u5 −u4

−u4 −u5 −u6 −u7 u0 u1 u2 u3

−u5 u4 −u7 u6 −u1 u0 −u3 u2

−u6 u7 u4 −u5 −u2 u3 u0 −u1

−u7 −u6 u5 u4 −u3 −u2 u1 u0

























,
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u =

























u0

u1

u2

u3

u4

u5

u6

u7

























=

























y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8

−y2 y1 −y4 y3 −y6 y5 y8 −y7

−y3 y4 y1 −y2 −y7 −y8 y5 y6

−y4 −y3 y2 y1 −y8 y7 −y6 y5

−y5 y6 y7 y8 y1 −y2 −y3 −y4

−y6 −y5 y8 −y7 y2 y1 y4 −y3

−y7 −y8 −y5 y6 y3 −y4 y1 y2

−y8 y7 −y6 −y5 y4 y3 −y2 y1

















































x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8























Uzasadnienie: Wyzna
zone wspóª
zynniki (2.6) wstawiono do wzoru (2.7) i doko-nano reduk
ji wyra»e«.Uwaga:Dzi�ki spostrze»eniom 2.12 ilo±¢ dziaªa« mno»enia i dzielenia potrzebny
h do wyz-na
zenia operatora OHR wymiaru N = 8 wynosi osiemdziesi¡t jeden, natomiastobli
zaj¡
 wspóª
zynniki (2.6) i podstawiaj¡
 do wzoru (2.7) ilo±¢ taki
h dziaªa«wynosi dziewi�¢dziesi¡t osiem. Zªo»ono±¢ obli
zeniowa metody zostaªa zmniejszona.Spostrze»enie 2.13. Operator odwrotny M−1 zbudowany na w�zªa
h (xi, yi) ∈ R2,
i = 1, 2, . . . , 8 o staªym kroku wspóªrz�dnej yi równy jest:

M−1 =
1

8
∑

i=1
y2

i

























u0 −u1 −u2 −u3 −u4 −u5 −u6 −u7

u1 u0 −u3 u2 −u5 u4 u7 −u6

u2 u3 u0 −u1 −u6 −u7 u4 u5

u3 −u2 u1 u0 −u7 u6 −u5 u4

u4 u5 u6 u7 u0 −u1 −u2 −u3

u5 −u4 u7 −u6 u1 u0 u3 −u2

u6 −u7 −u4 u5 u2 −u3 u0 u1

u7 u6 −u5 −u4 u3 u2 −u1 u0

























. (2.11)
Wspóª
zynniki ui oraz uzasadnienie jak spostrze»enia 2.12.Uwaga:Spostrze»enia 2.13 nie zmieniaj¡ ilo±
i dziaªa« mno»enia i dzielenia potrzebny
h dowyzna
zenia operatora odwrotnego do OHR wymiaru N = 8 (2.11): nadal ilo±¢taki
h dziaªa« wynosi 81.2.2.3 Dokªadno±¢ metody MHR i przykªady osza
owa« bª�duWiadomo ju», i» w w�zªa
h o elementa
h rze
zywisty
h wspóªrz�dne obli
zone s¡dokªadnie za pomo
¡ operatora OHR lub operatora odwrotnego do OHR. A 
odzieje si� z wyzna
zonymi punktami o wspóªrz�dny
h rze
zywisty
h, le»¡
ymi mi�dzyw�zªami? W 
elu otrzymania odpowiedzi na to pytanie osza
owano bª¡d przybli»e-nia MHR w klasie funk
ji s
hodkowy
h uzupeªniony
h od
inkami pionowymi orazwielomianów stopnia pierwszego, drugiego i trze
iego.Zaªo»enie: odtwarzana funk
ja nale»y do klasy funk
ji s
hodkowy
h, uzupeªniony
hod
inkami pionowymi, o staªej wysoko±
i i szeroko±
i s
hodka. Na Rys.2.3 znajduj¡si� w�zªy a = x0 = a0 ∈ R, b = x1 = aK ∈ R, b − a = h/2 ∈ R (staªy krokpierwszej wspóªrz�dnej). Przedziaª (a ; b] jest podzielony na rozª¡
zne podprzedziaªy
(ai; ai+1] o równej dªugo±
i h/(2K) dla i = 0, 1, . . . ,K − 1 : aj = a + jh/(2K)
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Rysunek 2.16. Funk
ja s
hodkowa mi�dzy w�zªami (1; 1) i (4; 4): K = 3dla j = 0, 1, . . . ,K. Warto±¢ takiej funk
ji s
hodkowej dla dowolnego t ∈ (ai−1; ai℄wynosi y0 + i

K
(y1 − y0) dla i = 1, 2, . . . ,K (Rys. 2.16).Zaªo»enie: operator M0 zbudowano dla w�zªów (x0, y0), (x2, y2), natomiast opera-tor M1 zbudowano dla w�zªów (x1, y1), (x3, y3). Wspóªrz�dna c ∈ [a; b], c = α·a+β·b,

α + β = 1, α, β ∈ [0; 1]. Wów
zas przyj�to: x0 = a, x1 = b = a + h/2, x2 = a + h,
x3 = a + 3h/2, c = a + βh/2.Nie
h M2 = α · M0 + β · M1 ozna
za operator ±redni do wyzna
zenia drugi
hwspóªrz�dny
h dla c, c + h. Nie
h yc ozna
za obli
zon¡ drug¡ wspóªrz�dn¡ dla
c wyzna
zon¡ za pomo
¡ operatora M2. Przeksztaª
ono |y0 + i(y1 − y0)/K − yc|w 
elu osza
owania przybli»enia warto±
i yc. Operator ±redni wynosi:

M 2 =
α

x2
0 + x2

2

[

x0y0 + x2y2 x2y0 − x0y2

x0y2 − x2y0 x0y0 + x2y2

]

+
β

x2
1 + x2

3

[

x1y1 + x3y3 x3y1 − x1y3

x1y3 − x3y1 x1y1 + x3y3

]

. (2.12)Warto±¢ yc obli
zono nast�puj¡
o: [ yc
yc+h

]

= M 2 [ c
c+h ] Wów
zas wspóªrz�dna

yc wynosi:
yc = α2y0 + β2y1 + αβy0+

αβ

(

2ahy0 + h2y0 + h2y2

4a2 + 4ah + 2h2
+

4a2y1 + 6ahy1 + 3h2y1 − h2y3

4a2 + 8ah + 5h2

)

.Ozna
zono:
s =

2ahy0 + h2y0 + h2y2

4a2 + 4ah + 2h2
+

4a2y1 + 6ahy1 + 3h2y1 − h2y3

4a2 + 8ah + 5h2
.Wtedy:

yc = α2y0 + β2y1 + αβy0 + αβs.Sza
owanie wykonano przy zaªo»eniu, i» wszystkie wspóªrz�dne w�zªów s¡ nieu-jemne (w przypadku pikseli i
h wspóªrz�dne s¡ nieujemne).Zaªo»enie:
a ≥ 0, y1 ≥ y0 ≥ 0, s > 0.Po obli
zeniu yc i wykorzystaniu faktu, i» ilo
zyn α · β ∈ [0; 25], a α2, β2 ∈ [0; 1]
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owanie dla i = 1, 2, . . . ,K:
∣

∣

∣

∣

y0 +
i

K
(y1 − y0) − yc

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

y0 − α2y0 − αβy0 − β2y1 − αβs +
i

K
(y1 − y0)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

y0(1 − α2 − αβ − i

K
) − y1(β

2 − i

K
) − αβs

∣

∣

∣

∣Poniewa» 1 − α2 − αβ = β2 + αβ = β = 1 − α, zapisano wi�
:
=

∣

∣

∣

∣

y0(1 − α2 − αβ − i

K
) − y1(β

2 − i

K
+ αβ − αβ) − αβs

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(y0 − y1)(1 − α − i

K
) + y1αβ − αβs

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(y1 − y0)(1 − α − i

K
) − y1αβ + αβs

∣

∣

∣

∣

0 ≤ αβy0 ≤ αβy1 ≤ 0.25y1 zatem:
<

∣

∣

∣

∣

(y1 − y0)(1 − α − i

K
) + αβs

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(y1 − y0)(
i

K
+ α − 1) − αβs

∣

∣

∣

∣Poniewa» dla i = 2, 3, . . . ,K − 1: i−1
K

≤ β ≤ i
K
,

i
K

≤ β + 1
K

= 1 − α + 1
K

< 1 − αβ ≤ 1 − 0.5βαβ ≤ 1, wi�
:
<
∣

∣

∣
(y1 − y0)(1 − 0.5βαβ + α − 1) − αβs

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣(α − 0.5βαβ)(y1 − y0) − αβs
∣

∣

∣

= α
∣

∣

∣(1 − β · 0.5β)(y1 − y0) − βs
∣

∣

∣ . (2.13)Uwaga:G�sto±¢ w�zªów ro±nie, gdy h/2 → 0. Wów
zas je»eli α → 0, to osza
owanie bª�du(2.13) d¡»y do zera. Natomiast je»eli β → 0 (wtedy α → 1), to osza
owanie bª�du(2.13) wynosi |y1 − y0| i tak»e d¡»y do zera, gdy h/2 → 0.Je»eli h → 0, wtedy s → y1 i yc → α2y0 + β2y1 + αβy0 + αβy1 = αy0 + βy1.Ozna
za to, »e warto±
i wspóªrz�dny
h mog¡ by¢ li
zone jak dla funk
ji liniowej.Przykªad osza
owania: je»eli h/2=1 (krok wspóªrz�dnej xi), a = x0 = 1, x1 = 2,
x2 = 3, x3 = 4, y0 = 2, y1 = 4, y2 = 0, y3 = 2, α = 0.45, to wów
zas
|y0 + i(y1 − y0)/K − yc| < 0.008.Osza
owanie przy zaªo»eniu, i» a ≥ 0, y0 ≥ y1 ≥ 0:

∣

∣

∣

∣

y0 +
i

K
(y1 − y0) − yc

∣

∣

∣

∣

< α
∣

∣

∣(1 − β · 0.5β)(y0 − y1) − βs
∣

∣

∣ . (2.14)Przykªad osza
owania: je»eli h/2=1 (krok wspóªrz�dnej xi) a = x0 = 1, x1 = 2,
x2 = 3, x3 = 4, y0 = 8, y1 = 4, y2 = 0, y3 = 2, α = 0.39, to wów
zas
∣

∣y0 + i
K

(y1 − y0) − yc

∣

∣ < 0.004.



2.2. METODA MHR 43Druga wspóªrz�dna yc+h dla (c + h) ∈ [x2, x3] obli
zona jest (2.13) nast�puj¡
o:
[ yc

yc+h

]

= M2 [ c
c+h ] Wów
zas podobnie jak dla yc:

yc+h = α2y2 + β2y3 + αβy2

+ αβ

(

ahy0 + ahy2 + h2y2

2a2 + 2ah + h2
+

4a2y3 + 6ahy3 + h2y1 + 3h2y3

4a2 + 8ah + 5h2

)

.Sza
owanie przebiega analogi
znie jak w przypadku yc. Dla y3 ≥ y2 ≥ 0 otrzy-mano nierówno±¢:
∣

∣

∣

∣

y2 +
i

K
(y3 − y2) − yc+h

∣

∣

∣

∣

< α
∣

∣

∣
(1 − β · 0.5β)(y3 − y2)

− β

(

ahy0 + ahy2 + h2y2

2a2 + 2ah + h2
+

4a2y3 + 6ahy3 + h2y1 + 3h2y3

4a2 + 8ah + 5h2

)∣

∣

∣

∣

.Je»eli natomiast y2 ≥ y3 ≥ 0, to wtedy:
∣

∣

∣

∣

y2 +
i

K
(y3 − y2) − yc+h

∣

∣

∣

∣

< α
∣

∣

∣(1 − β · 0.5β)(y2 − y3)

− β

(

ahy0 + ahy2 + h2y2

2a2 + 2ah + h2
+

4a2y3 + 6ahy3 + h2y1 + 3h2y3

4a2 + 8ah + 5h2

)∣

∣

∣

∣

.Wprzypadku w�zªów o staªym kroku drugiej wspóªrz�dnej h/2 = y1−y0 obli
zeniaprzebiegaj¡ analogi
znie. Operator ±redni odwrotny dla obli
zenia pierwszy
h wspóªrz�d-ny
h xc, xc+h dla dany
h drugi
h wspóªrz�dny
h: c = α · a + β · b, c + h (a = y0 oraz
b = y1) wynosi:
M−1

2 =
α

y2
0 + y2

2

=

[

x0y0 + x2y2 x0y2 − x2y0

x2y0 − x0y2 x0y0 + x2y2

]

+
β

y2
1 + y2

3

[

x1y1 + x3y3 x1y3 − x3y1

x3y1 − x1y3 x1y1 + x3y3

]

.Pierwsz¡ wspóªrz�dn¡ xc obli
zono z równania [ xc
xc+h ] = M−1

2 [ c
c+h ] Wtedy:

xc = α2x0 + β2x1 + αβx0 + αβs′dla:
s′ =

2ahx0 + h2x0 + h2x2

4a2 + 4ah + 2h2
+

4a2x1 + 6ahx1 + 3h2x1 − h2x3

4a2 + 8ah + 5h2
.Osza
owano xc dla funk
ji s
hodkowej, uzupeªnionej od
inkami pionowymi:

∣

∣

∣

∣

x0 +
i

K
(x1 − x0) − xc

∣

∣

∣

∣

< α
∣

∣

∣(1 − β · 0.5β)(x1 − x0) − βs′
∣

∣

∣ , gdy x1 ≥ x0 ≥ 0;

∣

∣

∣

∣

x0 +
i

K
(x1 − x0) − xc

∣

∣

∣

∣

< α
∣

∣

∣
(1 − β · 0.5β)(x0 − x1) − βs′

∣

∣

∣
, gdy x0 ≥ x1 ≥ 0.Przykªad osza
owania: je»eli h/2=1.5 (krok wspóªrz�dnej yi), x0 = 5, x1 = 3.9,

x2 = 1, x3 = 2, y0 = 3.5, y1 = 5, y2 = 6.5, y3 = 8, α = 0.79, to wów
zas
∣

∣x0 + i
K

(x1 − x0) − xc

∣

∣ < 0.0655.Osza
owanie bª�du (2.13) zrobiono dla funk
ji s
hodkowej, uzupeªnionej od-
inkami pionowymi (Rys. 2.16) o ksztaª
ie, który sugeruje, i» interpolowana funk
ja
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a i wkl�sªa w danym przedziale (ma ujemn¡ drug¡ po
hodn¡). W zwi¡zkuz tym w przypadku funk
ji rosn¡
ej i wypukªej (o dodatniej drugiej po
hodnej)osza
owanie (2.13) wyka»e wi�kszy bª¡d ni» dla funk
ji rosn¡
ej i wkl�sªej. Z koleiosza
owanie (2.14) zrobiono dla funk
ji s
hodkowej o ksztaª
ie, który sugeruje, i» in-terpolowana funk
ja jest malej¡
a i wypukªa w danym przedziale. W zwi¡zku z tymw przypadku funk
ji malej¡
ej i wkl�sªej osza
owanie (2.14) wyka»e wi�kszy bª¡d ni»dla funk
ji malej¡
ej i wypukªej.Je»eli dana jest pierwsza wspóªrz�dna c ∈ [a; b], c = α · a + β · b, α + β = 1,
α,β ∈ [0; 1] (Rys.2.3), to warto±¢ yc obli
zona wzorem:

[

yc

yc+h

]

= M2

[

c
c + h

]wynosi:
yc = α2y0 + β2y1 + αβy0

+ αβ

(

2ahy0 + h2y0 + h2y2

4a2 + 4ah + 2h2
+

4a2y1 + 6ahy1 + 3h2y1 − h2y3

4a2 + 8ah + 5h2

)

= α2y0+β2y1+αβy0+αβy1+αβ

(

2ahy0 + h2y0 + h2y2

4a2 + 4ah + 2h2
− 2ahy1 + 2h2y1 + h2y3

4a2 + 8ah + 5h2

)

.Warto zauwa»y¢, i» α2 +β2 +αβ +αβ = (α+β)2 = 1. Wyst�puje tu analogi
znyzwi¡zek wspóª
zynników przy drugi
h wspóªrz�dny
h jak w przypadku c = α·a+β ·b,gdzie α + β = 1.De�ni
ja 2.2. Wielko±¢:
r = r(h) = αβ

(

2ahy0 + h2y0 + h2y2

4a2 + 4ah + 2h2
− 2ahy1 + 2h2y1 + h2y3

4a2 + 8ah + 5h2

)

,nazwano reszt¡ obli
zania drugiej wspóªrz�dnej yc za pomo
¡ operatora ±redniegoOHR wymiaru N = 2.Uwaga:Je»eli g�sto±¢ w�zªów ro±nie, 
zyli h/2 → 0, wów
zas r → 0 (dla pierwszego w�zªa
a 6= 0). Równie» je»eli wspóªrz�dna c zbli»a si� do wspóªrz�dny
h a lub b, 
zyli α → 0lub β → 0, wtedy r → 0.Spostrze»enie 2.14. Drug¡ wspóªrz�dn¡ yc, obli
zon¡ za pomo
¡ MHR dla N = 2,mo»na zapisa¢ jako:

yc = (α + β)(αy0 + βy1) + r = αy0 + βy1 + r. (2.15)Uwaga:Spostrze»enie 2.14 mówi, i» w 
elu obli
zenia drugiej wspóªrz�dnej yc z u»y
iemMHR dla N=2 nie trzeba szuka¢ dwó
h operatorów OHR i operatora ±redniego,le
z mo»na skorzysta¢ ze wzoru (2.15). Jednak wzór (2.15) nie pozwala na mniejsz¡zªo»ono±¢ obli
zeniow¡: li
z¡
 na podstawie operatorów nale»y wykona¢ 26 dziaªa«mno»enia i dzielenia w 
elu znalezienia dwó
h warto±
i, natomiast korzystaj¡
 zewzoru (2.15) wykonuje si� 20 opera
ji mno»enia i dzielenia w 
elu znalezienia jednejwarto±
i.



2.2. METODA MHR 45W zwi¡zku ze spostrze»eniem 2.14 osza
owanie bª�du przybli»enia dla funk
jis
hodkowej uzupeªnionej od
inkami pionowymi jest nast�puj¡
e:
∣

∣

∣

∣

y0 +
i

K
(y1 − y0) − yc

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

y0 +
i

K
(y1 − y0) − αy0 − βy1 − r

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

(y1 − y0)

(

i

K
− β

)

− r

∣

∣

∣

∣poniewa» dla i = 1, 2, . . . ,K: i−1
K

≤ β ≤ i
K
, wi�
:

≤
∣

∣

∣

∣

(y1 − y0)

(

i

K
− i − 1

K

)

− r

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

K
(y1 − y0) − r

∣

∣

∣

∣

.Uwaga:Bª¡d przybli»enia dla funk
ji s
hodkowej, uzupeªnionej od
inkami pionowymi, ostaªej szeroko±
i i wysoko±
i s
hodka zale»y od ilo±
i s
hodków K. Je»eli K → ∞,wów
zas funk
ja s
hodkowa przyjmuje ksztaªt funk
ji liniowej i bª¡d przybli»eniawynosi |r|.Przykªad osza
owania: je»eli h/2 = 0.5 (krok wspóªrz�dnej xi), K = 50, x0 = 3.5,
x1 = 4, x2 = 4.5, x3 = 5, y0 = 1.5, y1 = 3.9, y2 = 1, y3 = 2, α = 0.9, to wów
zas
∣

∣y0 + i
K

(y1 − y0) − yc)
∣

∣ < 0.08.Osza
owano teraz dokªadno±¢ MHR w klasie wielomianów stopnia 1,2,3 w punk
ieo wspóªrz�dnej c ∈ [a; b], c = α · a + β · b, α + β = 1, α, β ∈[0;1℄ (Rys. 2.3).Zaªo»enie: odtwarzana funk
ja f nale»y do klasy funk
ji liniowy
h (±
i±lej �a�ni
zny
h) pomi�dzy s¡siednimi w�zªami (a = x0; y0) ∈ R2, (b = x1; y1) ∈ R2o staªym kroku pierwszej wspóªrz�dnej b − a = h/2 ∈ R. Wtedy (2.15):
|f(c) − yc| = |αy0 + βy1 − yc| = |r| .Uwaga:Warto±¢ bezwzgl�dna reszty |r| jest najwi�ksza dla α = β = 0.5, tzn. gdywspóªrz�dna c le»y w poªowie przedziaªu [a; b]. Wów
zas:

r = 0.25

(

2ahy0 + h2y0 + h2y2

4a2 + 4ah + 2h2
− 2ahy1 + 2h2y1 + h2y3

4a2 + 8ah + 5h2

)

.Przykªad osza
owania: je»eli h/2 = 0.1 (krok wspóªrz�dnej xi), x0 = 3.2, x1 =
3.3, x2 = 3.4, x3 = 3.5, y0 = 3, y1 = 7.9, y2 = 0, y3 = 2, α = 0.12, to wów
zas
|f(c) − yc| = |r| = 0.09.Zaªo»enie: odtwarzana funk
ja nale»y do klasy funk
ji kwadratowy
h posta
i f(x) =
mx2 + tx pomi�dzy s¡siednimi w�zªami (a = x0; y0) ∈ R2, (b = x1; y1) ∈ R2 ostaªym kroku pierwszej wspóªrz�dnej b − a = h/2 ∈ R. Wtedy z ukªadu równa«o niewiadomy
h m, t:

{

y0 = ma2 + ta

y1 = m
(

a + h
2

)2
+ t
(

a + h
2

)otrzymano:
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m =

y0

a2
+

h2y0 + 4ahy0 + 4a2y0 − 4a2y1

2a3h + a2h2
,

t =
h2y0 + 4ahy0 + 4a2y0 − 4a2y1

2a2h + ah2
.Mo»na osza
owa¢ bª¡d przybli»enia dla wspóªrz�dnej c ∈ [a; b], c = α · a + β · b,

α + β = 1, α, β ∈ [0; 1] dla a ≥ 0, y1 ≥ y0 ≥ 0:
|f(c) − yc| =

∣

∣mc2 + tc − αy0 − βy1 − r
∣

∣

<

∣

∣

∣

∣

a(y1 − y0)
4a + 2hβ2 + 4hαβ − αβah2

h(2a + h)
+ r

∣

∣

∣

∣

.Przykªad osza
owania: je»eli h/2 = 3 (krok wspóªrz�dnej xi), x0 = 3.5, x1 = 6.5,
x2 = 9.5, x3 = 12.5, y0 = 3, y1 = 3.9, y2 = 1, y3 = 2, α = 0.82, to wów
zas
|f(c) − yc| < 0.006332, r = 0.1286.W przypadku, gdy a ≥ 0, y0 ≥ y1 ≥ 0, to osza
owanie bª�du dla funk
ji kwadra-towej przyjmie posta¢:

|f(c) − yc| <

∣

∣

∣

∣

a(y0 − y1)
4a + 2hβ2 + 4hαβ − αβah2

h(2a + h)
+ r

∣

∣

∣

∣

.Zaªo»enie: odtwarzana funk
ja nale»y do klasy funk
ji posta
i f(x) = mx3 + tpomi�dzy s¡siednimi w�zªami (a = x0; y0) ∈ R2, (b = x1; y1) ∈ R2 o staªym krokupierwszej wspóªrz�dnej b − a = h/2 ∈ R. Wtedy z ukªadu równa« o niewiadomy
h
m, t:

{

y0 = ma3 + t

y1 = m
(

a + h
2

)3
+ totrzymano:

m =
8(y1 − y0)

12a2h + 6ah2 + h3
,

t =
8a3y0 − 8a3y1 + 12a2hy0 + 6ah2y0 + h3y0

12a2h + 6ah2 + h3
.Mo»na obli
zy¢ bª¡d przybli»enia dla wspóªrz�dnej c ∈ [a; b], c = α · a + β · b,

α + β = 1, α, β ∈ [0; 1] dla a ≥ 0, y1 ≥ y0 ≥ 0:
|f(c) − yc| =

∣

∣mc3 + t − αy0 − βy1 − r
∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

0.5hβ(y1 − y0)
12αβa + 12aβ2 + 2hβ2 − αβah2 − 12a − 2h

6ha + 12a2 + h2
− r

∣

∣

∣

∣

.Przykªad osza
owania: je»eli h/2 = 1 (krok wspóªrz�dnej xi), x0 = 1, x1 = 2,
x2 = 3, x3 = 4, y0 = 12, y1 = 24, y2 = 57, y3 = 32, α = 0.5 to wów
zas |f(c) − yc| =
0.0048, r = 0.145.W przypadku, gdy a ≥ 0,y0 ≥ y1 ≥ 0, to bª¡d dla funk
ji f(x) = mx3 + tprzyjmie posta¢:

|f(c) − yc| =

∣

∣

∣

∣

0.5hβ(y0 − y1)
12αβa + 12aβ2 + 2hβ2 − αβah2 − 12a − 2h

6ha + 12a2 + h2
− r

∣

∣

∣

∣

.



2.2. METODA MHR 47Uwaga:Je»eli h/2 → 0 (a 6= 0) lub α → 0 albo β → 0, wów
zas bª¡d przybli»enia
|f(c) − yc| → 0 dla funk
ji posta
i f(x) = mx3 + t.W przypadku odtwarzania funk
ji klasy f(x) = m3x

3 + m2x
2 + m1x + t dlaw�zªów (a = x0; y0), (b = a + h/2 = x1; y1), (a + h = x2; y2), (a + 3h/2 = x3; y3)nale»y rozwi¡za¢ ukªad równa« liniowy
h o niewiadomy
h m3,m2,m1, t:























y0 = m3a
3 + m2a

2 + m1a + t

y1 = m3(a + h
2 )3 + m2(a + h

2 )2 + m1(a + h
2 ) + t

y2 = m3(a + h)3 + m2(a + h)2 + m1(a + h) + t

y3 = m3(a + 3h
2 )3 + m2(a + 3h

2 )2 + m1(a + 3h
2 ) + tWyzna
znik gªówny tego ukªadu wynosi 3h6/16 > 0. Rozwi¡zania s¡ nast�puj¡
e:

m3 =4
y3 − 3y2 + 3y1 − y0

3h3
,

m2 =2
2hy0 + 6ay2 − 2ay3 + 2ay0 + 4hy2 − 6ay1 − 5hy1 − hy3

h3
,

m1 =
1

3h2

(

24ahy0 − 12ahy3 + 48ahy2 − 2h2y3 + 9h2y2 − 18h2y2 + 11h2y0

+12a2y0 − 12a2y3 − 60ahy1 − 36a2y1

)

,

t =
1

3h2

(

−6a2y3h + 11ah2y0 − 2ah2y0 + 9ah2y2 + 24a2y2h + 3h3y0

+ 12a2y0h + 4a3y0 − 18ah2y1 − 30a2y1h + 12a3y2 − 4a3y3 − 12a3y1

)

.Nale»y osza
owa¢ bª¡d przybli»enia dla wspóªrz�dnej c ∈ [a; b], c = α · a + β · b,
α + β = 1, α, β ∈ [0; 1]:

|f(c) − yc| =
∣

∣m3c
3 + m2c

2 + m1c + t − αy0 − βy1 − r
∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

2βy1 −
1

6
y0β

3 +
1

2
y1β

3 − 1

2
y2β

3 +
1

6
y3β

3 + y0β
2 + 2y2β

2

− 5

2
y1β

2 − 1

2
y0β

2 +
1

3
y3β − 3

2
y2β − 5

6
y0β − r

∣

∣

∣

∣

. (2.16)Wów
zas je»eli α → 0 lub β → 0, to |f(c) − yc| → 0.Osza
owano teraz dla przykªadowej krzywej bª¡d przybli»enia wybrany
h punk-tów za pomo
¡ metody Béziera i metody MHR. Oryginalna krzywa opisana jest zapomo
¡ siedmiu w�zªów i przedstawiona jest na Rys. 2.17.Krzywa Béziera aproksymuj¡
a oryginaln¡ krzyw¡ (Rys. 2.18) dana jest za po-mo
¡ pi�
iu punktów kontrolny
h: (0; 1), (0.25; 0), (0.50; 0), (0.75; 2), (1;−1). Takimpunktom kontrolnym odpowiada wielomian y = −8t4+4t3+6t2−4t+1 dla t ∈ [0; 1],do którego nale»¡ skrajne w�zªy (0; 1) i (0.96;−0.56) oraz ekstrema lokalne w punk-ta
h (0.32; 0.38) i (0.64; 0.6) li
zone z dokªadno±
i¡ rz�du 0.01.Dla wybrany
h argumentów x porównano warto±
i oryginalnej krzywej i warto±
iwyli
zone z wykorzystaniem krzywej Béziera (Tab. 2.1):Bª¡d przybli»enia metody Béziera li
zony jako ±rednia arytmety
zna z moduªówró»ni
y odpowiedni
h warto±
i wynosi 0,0594; natomiast bª¡d ±redniokwadratowymetody Béziera dla ty
h samy
h dany
h wynosi 0,08455.
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xi 0 0,16 0,32 0,48 0,64 0,8 0,96
yi 1 0,69 0,38 0,49 0,6 0,02 -0,56

Rysunek 2.17. Oryginalna krzywa

Rysunek 2.18. Wielomian jako krzywa Béziera i punkty kontrolne poª¡
zone od-
inkami
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x oryginaª Bézier ró»ni
a0,24 0,535 0,410 0,1250,56 0,545 0,560 0,0150,28 0,458 0,390 0,0680,60 0,573 0,590 0,0170,30 0,420 0,380 0,0400,62 0,590 0,600 0,0100,20 0,613 0,460 0,1530,52 0,518 0,520 0,0020,18 0,650 0,490 0,1600,50 0,504 0,500 0,004Tabli
a 2.1. Porównanie warto±
i oryginalnej krzywej i warto±
i wyli
zony
h za po-mo
¡ metody Béziera
x oryginaª MHR ró»ni
a0,24 0,535 0,585 0,0500,56 0,545 0,524 0,0210,28 0,458 0,490 0,0320,60 0,573 0,560 0,0130,30 0,420 0,440 0,0200,62 0,590 0,580 0,0100,20 0,613 0,650 0,0370,52 0,518 0,510 0,0080,18 0,650 0,670 0,0200,50 0,504 0,500 0,004Tabli
a 2.2. Porównanie warto±
i oryginalnej krzywej i warto±
i wyli
zony
h za po-mo
¡ metody MHR

Rysunek 2.19. Porównanie bª�du przybli»enia metody Béziera i MHR dla przykªa-dowej krzywejDla wybrany
h argumentów x porównano warto±
i oryginalnej krzywej i warto±
iwyli
zone z wykorzystaniem metody MHR dla operatora OHRwymiaru 2×2 (Tab. 2.2).Bª¡d przybli»enia metody MHR li
zony jako ±rednia arytmety
zna z moduªówró»ni
y odpowiedni
h warto±
i wynosi 0, 0215; natomiast bª¡d ±redniokwadratowyMHR dla ty
h samy
h dany
h wynosi 0, 02546.
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Rysunek 2.20. Porównanie zªo»ono±
i obli
zeniowej metody Béziera i MHR dla przy-kªadowej krzywejWniosek:Dla przykªadowej krzywej metoda MHR 
e
huje si� wi�ksz¡ dokªadno±
i¡ obli
ze«ni» metoda Béziera.W 
elu obli
zenia przybli»ony
h warto±
i dla dziesi�
iu punktów przykªadowejkrzywej (Rys. 2.17) metod¡ Béziera wykonano 90 opera
ji mno»enia i dzielenia (uwz-gl�dniaj¡
 ju» skró
enie wielko±
i przy obli
zaniu symbolu Newtona i wyzna
zaniewarto±
i wielomianu wg s
hematu Hornera), natomiast metoda MHR wymaga 58mno»e«.Wniosek:Dla przykªadowej krzywej metoda MHR 
e
huje si� mniejsz¡ zªo»ono±
i¡ obli
ze-niow¡ ni» metoda Béziera.Metoda Béziera wymaga dla przykªadowej krzywej pi�
iu punktów kontrolny
h,natomiast MHR korzysta z siedmiu w�zªów. Ozna
za to, i» przy rekonstruk
ji danejkrzywej zªo»onej ze stu punktów metoda Béziera zapewnia 5% kompresji (li
zbadany
h punktów jest zmniejszona o 95%), natomiast MHR 7% kompresji (li
zbadany
h punktów jest zmniejszona o 93%).Wniosek:Metoda MHR posiada dla przykªadowej krzywej tro
h� gorszy stopie« kompresji,jednak przy zna
zny
h ró»ni
a
h w dokªadno±
i obli
ze« i zªo»ono±
i obli
zeniowej nakorzy±¢ metody MHR niezna
zna ró»ni
a stopnia kompresji jest do zaak
eptowania.Z osza
owa« bª�du przybli»enia warto±
i w punk
ie le»¡
ym pomi�dzy w�zªami
(x0, y0) i (x1, y1) wynika, »e jest on tym mniejszy, im mniejsza jest wielko±¢ |y1 − y0|lub krok h/2 = x1−x0 oraz im mniejsza jest odlegªo±¢ szukanego punktu od jednegoz dwó
h s¡siedni
h w�zªów (dla w�zªów o staªym kroku wspóªrz�dnej xi). W przy-padku w�zªów o staªym kroku wspóªrz�dnej yi osza
owania bª�du przebiegaj¡ ana-logi
znie.2.2.4 Zªo»ono±¢ obli
zeniowa dekompresji MHRZªo»ono±¢ obli
zeniow¡ rekonstruk
ji konturu zªo»onego z M pikseli osza
owanonast�puj¡
o:Zaªo»enie: przyj�to wariant najwi�kszej zªo»ono±
i obli
zeniowej w przypadku, gdykompresowany obraz o wymiara
h M × M (M > 8) skªada si� tylko z 
zarny
hpikseli.
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Rysunek 2.21. Kwadratowy obraz zªo»ony tylko z 
zarny
h pikseliKa»da linia pozioma jest zapisana za pomo
¡ pewnej li
zby w�zªów o wspóªrz�d-ny
h naturalny
h i nast�pnie ka»da linia pozioma jest po kolei odtworzona za pomo
¡MHR przy wykorzystaniu operatora OHR odpowiedniego wymiaru. Wyzna
zaj¡
zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ wzi�to pod uwag� li
zb� wykonany
h dziaªa« mno»enia idzielenia. Osza
owanie zªo»ono±
i obli
zeniowej rekonstruk
ji konturu zªo»onego z

M pikseli wykonano na przykªadzie krzywej (linii) zbudowanej z M pikseli. Jesto
zywiste, »e je»eli w ka»dej linii poziomej ilo±¢ w�zªów wynosi s, to rz¡d kompresjirówna si� sM/M2 = s/M .Twierdzenie 2.1. (o niezmienni
zo±
i zªo»ono±
i obli
zeniowej dekompresji MHRw przypadku podwajania ilo±
i w�zªów)Zaªo»enie: ilo±¢ równoodlegªy
h w�zªów o elementa
h rze
zywisty
h w ka»dej liniipoziomej wynosi s > 4. Nie
h k−2 = N ozna
za wymiar wszystki
h operatorów OHRu»yty
h w MHR (k = 4, 6, 10; N = 2, 4, 8). Dodatkowo nie
h li
zba w�zªów powi¡zanab�dzie nast�puj¡
¡ rekuren
j¡: s(0) = 5, s(i) = 2s(i − 1) − 1 dla i = 1, 2, . . . ,M (ilo±¢w�zªów s = 5, 9, 17, 33, . . .).Teza: je»eli dla li
zby w�zªów s zªo»ono±¢ obli
zeniowa rekonstruk
ji obrazu o wymi-ara
h M × M pikseli za pomo
¡ MHR wynosi kM2 + mM , to przy ilo±
i w�zªów
2s − 1 (ka»dy nowy w�zeª powstaje w poªowie od
inka mi�dzy w
ze±niej istniej¡
ymiju» w�zªami) zªo»ono±¢ obli
zeniowa rekonstruk
ji obrazu o wymiara
h M×M pikseliw MHR za pomo
¡ operatorów OHR o niezmienionym wymiarze N = k − 2 wynosi
kM2 + (2m + k)M .Dowód:Dla minimalnej ilo±
i w�zªów s=5 w przypadku wykorzystania operatorów OHRwymiaru 2 × 2 zªo»ono±¢ obli
zeniowa zostaªa pokazana w spostrze»enia
h 2.14:
kM + m = 4M + 7. Dla minimalnej ilo±
i w�zªów s = 9 w przypadku wykorzys-tania operatorów OHR wymiaru 4 × 4 zªo»ono±¢ obli
zeniowa zostaªa pokazana wspostrze»enia
h 2.15: kM + m = 6M + 21. Dla minimalnej ilo±
i w�zªów s = 17 wprzypadku wykorzystania operatorów OHR wymiaru 8 × 8 zªo»ono±¢ obli
zeniowazostaªa pokazana w spostrze»enia
h 2.17: kM + m = 10M + 73.Nie
h dla ilo±
i w�zªów s:

kM + m = t · u +
M − s

s − 1
· p · q,gdzie: t = 3

2 · s−1
k−2 ozna
za ilo±¢ operatorów OHR danego wymiaru, potrzebny
hdo obli
ze«; u jest ilo±
i¡ opera
ji mno»enia i dzielenia wykonany
h przy budowiejednego operatora OHR danego wymiaru (u=9 dla operatora OHR wymiaru 2 × 2,

u = 25 dla operatora OHR wymiaru 4×4, u = 81 dla operatora OHR wymiaru 8×8);
p równa si� ilo±
i dziaªa« mno»enia i dzielenia wykonany
h przy budowie jednegooperatora ±redniego i pomno»eniu operatora ±redniego przez wektor odpowiedni
hwspóªrz�dny
h (p = 8 dla operatora OHR wymiaru 2×2, p = 24 dla operatora OHR



52 ROZDZIA� 2. OPIS METODY MHRwymiaru 4× 4, p = 80 dla operatora OHR wymiaru 8× 8); q = s−1
k−2 = 2

3t jest ilo±
i¡podprzedziaªów wyzna
zony
h przez kolejne w�zªy i potrzebny
h do obli
ze«.Wtedy
k =

p · q
s − 1

,m = tu − spq

s − 1
.Dla ilo±
i w�zªów 2s−1 ilo±¢ dziaªa« mno»enia i dzielenia potrzebny
h do rekonstru-k
ji jednej linii zªo»onej z N pikseli wynosi:

2t · u +
M − 2s + 1

2s − 2
· 2p · q = 2tu +

M − 2s + 1

s − 1
pq

= M
pq

s − 1
+ 2tu − 2spq

s − 1
+

pq

s − 1
= kM + 2m + k.Po wymno»eniu przez ilo±¢ linii M otrzymano kM2 + (2m + k)M . Jest to zªo»ono±¢obli
zeniowa rekonstruk
ji obrazu o wymiara
h M × M pikseli za pomo
¡ MHR zwykorzystaniem operatorów OHR wymiaru N = k − 2 = 2, 4, 8.Uwaga:Zwi�kszenie ilo±
i w�zªów powoduje wzrost dokªadno±
i rekonstruowanego kon-turu przy niezmienionej zªo»ono±
i obli
zeniowej.Zªo»ono±¢ obli
zeniowa rekonstruk
ji obrazu za pomo
¡ operatorów OHRwymiaru 2 × 2Spostrze»enie 2.15. Z zaªo»enia ka»da linia pozioma jest zapisana za pomo
¡ pi�
iuw�zªów o wspóªrz�dny
h naturalny
h. Wów
zas ze wzgl�du na wymiar operatora OHR

N=2 ilo±¢ opera
ji mno»enia i dzielenia wykonany
h przy rekonstruk
ji ka»dej liniiwynosi (N + 2)M + 7 = 4M + 7, 
o po przemno»eniu przez ilo±¢ linii M da wielko±¢
(4M + 7)M dziaªa« mno»enia lub dzielenia.Uzasadnienie:Dla ka»dej linii nale»y znale¹¢ trzy operatory OHR (jeden dla w�zªa pierwszego itrze
iego, drugi dla w�zªa drugiego i 
zwartego, trze
i dla w�zªa trze
iego i pi¡tego)wymiaru 2 × 2 (3·9 = 27 dziaªa« mno»enia lub dzielenia na podstawie uwagi dospostrze»enia 2.6). Potem dla (M − 5)/4 pikseli (bez w�zªów) w jednej ¢wiart
epodzielonej poziomej linii wykona¢ nale»y osiem dziaªa« mno»enia i dzielenia: 
zterydla zbudowania operatora ±redniego (2.8) i 
ztery dla wyli
zenia dwó
h brakuj¡
y
hwspóªrz�dny
h z u»y
iem operatora ±redniego. Odtworzony
h jest poªowa punktów(z I i III ¢wiartki linii), li
zba mno»e« i dziele« zostanie podwojona przy rekonstruk
jidrugiej poªowy punktów (z II i IV ¢wiartki linii): 27 + (M−5)

4 · 8 · 2 = 4M + 7.Wniosek:Zªo»ono±¢ obli
zeniowa dekompresji obrazu o wymiara
h M×M z u»y
iem MHRza pomo
¡ operatorów OHR wymiaru 2 × 2 jest nie wi�ksza ni» 4M2 + 7M przykompresji rz�du 5M/M2 = 5/M .Uwaga:Je»eli li
zba w�zªów b�dzie wi�ksza, to rz¡d zªo»ono±
i obli
zeniowej dekompresjiMHR przy wykorzystaniu operatorów OHR wymiaru 2 × 2 nie zmieni si�.Na przykªad przy dziewi�
iu w�zªa
h w ka»dej poziomej linii otrzymano wielko±¢
2 · 3 · 9 + M−9

2·4 · 8 · 2 · 2 = 4M + 18 dziaªa« mno»enia lub dzielenia dla ka»dej linii, 
odaje zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ 4M2 + 18M przy kompresji rz�du 9M/M2 = 9/M .
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Rysunek 2.22. Zªo»ono±¢ obli
zeniowa MHR przy zastosowaniu operatorów OHRwymiaru 2 × 2 jest rz�du O(M2)Na Rys. 2.22 pokazano zale»no±¢ 4M2 + Mm (m ∈ N, m opisano w twierdzeniu2.1) pomi�dzy wymiarem obrazu M × M a ilo±
i¡ w�zªów s dla jednej linii w MHRprzy zastosowaniu operatorów OHR wymiaru 2 × 2 (pokrywaj¡
e si� punkty dladanego M wskazuj¡ na niezna
zne zmiany li
zby mno»e« i dziele« przy zwi�kszaniuilo±
i w�zªów).Z Rys. 2.22 wynika, i» zªo»ono±¢ obli
zeniowa dekompresji MHR przy zastosowa-niu operatorów OHR wymiaru 2× 2 pozostaje rz�du O(M2) przy zwi�kszonej ilo±
iw�zªów.Zªo»ono±¢ obli
zeniowa rekonstruk
ji obrazu za pomo
¡ operatorów OHRwymiaru 4 × 4Spostrze»enie 2.16. Z zaªo»enia ka»da linia pozioma jest zapisana za pomo
¡ dzie-wi�
iu w�zªów o wspóªrz�dny
h naturalny
h. Wów
zas ze wzgl�du na wymiar opera-tora OHR N=4 ilo±¢ opera
ji mno»enia i dzielenia wykonany
h przy rekonstruk
jika»dej linii wynosi (N + 2)M + 21 = 6M + 21, 
o po przemno»eniu przez ilo±¢ linii
M da wielko±¢ (6M + 21)M dziaªa« mno»enia lub dzielenia.Uzasadnienie:Dla ka»dej linii nale»y znale¹¢ trzy operatory OHR wymiaru 4×4 (3·25=75 dzia-ªa« mno»enia lub dzielenia na podstawie uwag do spostrze»enia 2.10 i 2.11), potemdla (M − 9)/8 pikseli (bez w�zªów) w 1/8 
z�±
i podzielonej poziomej linii wykona¢nale»y dwadzie±
ia 
ztery dziaªania mno»enia i dzielenia: osiem dla zbudowania ope-ratora ±redniego (2.7) i szesna±
ie dla wyli
zenia 
ztere
h brakuj¡
y
h wspóªrz�dny
hz u»y
iem operatora ±redniego. Odtworzony
h jest poªowa punktów (w I, III, V, VIIpodprzedziale podzielonej linii), li
zba mno»e« i dziele« zostanie podwojona przyrekonstruk
ji drugiej poªowy punktów (w II, IV, VI, VIII podprzedziale podzielonejlinii): 75 + M−9

8 · 24 · 2 = 6M + 21.WniosekZªo»ono±¢ obli
zeniowa dekompresji obrazu o wymiara
h M × M w MHR zapomo
¡ operatorów OHR wymiaru 4 × 4 jest nie wi�ksza ni» 6M2 + 21M przykompresji rz�du 9M/M2 = 9/M .
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zba w�zªów b�dzie wi�ksza, to rz¡d zªo»ono±
i obli
zeniowej dekompresjiMHR przy wykorzystaniu operatorów OHR wymiaru 4×4 nie zmieni si�. Na przykªadprzy siedemnastu w�zªa
h w ka»dej poziomej linii otrzymano wielko±¢ 2·3·25+ M−17
2·8 ·

24 · 2 · 2 = 6M +48 dziaªa« mno»enia lub dzielenia dla ka»dej linii, 
o daje zªo»ono±¢obli
zeniow¡ 6M2 + 48M przy kompresji rz�du 17M/M2 = 17/M .Na wykresie pokazano zale»no±¢ 6M2 + Mm (m ∈ N, m opisano w twierdzeniu2.1) pomi�dzy wymiarem obrazu M × M a ilo±
i¡ w�zªów s dla jednej linii w MHRprzy zastosowaniu operatorów OHR wymiaru 4 × 4 (pokrywaj¡
e si� punkty dladanego M wskazuj¡ na niezna
zne zmiany li
zby mno»e« i dziele« przy zwi�kszaniuilo±
i w�zªów).

Rysunek 2.23. Zªo»ono±¢ obli
zeniowa MHR przy zastosowaniu operatorów OHRwymiaru 4 × 4 jest rz�du O(M2)Z Rys. 2.23 wynika, i» zªo»ono±¢ obli
zeniowa dekompresji MHR przy zastosowa-niu operatorów OHR wymiaru 4× 4 pozostaje rz�du O(M2) przy zwi�kszonej ilo±
iw�zªów.Zªo»ono±¢ obli
zeniowa rekonstruk
ji obrazu za pomo
¡ operatorów OHRwymiaru 8 × 8Spostrze»enie 2.17. Z zaªo»enia ka»da linia pozioma jest zapisana za pomo
¡ siedem-nastu w�zªów o wspóªrz�dny
h naturalny
h. Wów
zas ze wzgl�du na wymiar operatoraOHR N = 8 ilo±¢ opera
ji mno»enia i dzielenia wykonany
h przy rekonstruk
ji ka»dejlinii wynosi (N + 2)M + 73 = 10M + 73, 
o po przemno»eniu przez ilo±¢ linii M dawielko±¢ (10M + 73)M dziaªa« mno»enia lub dzielenia.Uzasadnienie:Nale»y znale¹¢ trzy operatory OHR wymiaru 8 × 8 (3·81=243 dziaªa« mno»enialub dzielenia na podstawie uwag do spostrze»e« 2.12 i 2.13), potem dla (M − 17)/16pikseli (bez w�zªów) w 1/16 
z�±
i podzielonej poziomej linii wykona¢ nale»y osiem-dziesi¡t dziaªa« mno»enia i dzielenia: szesna±
ie dla zbudowania operatora ±red-niego (2.7) i sze±¢dziesi¡t 
ztery dla wyli
zenia o±miu brakuj¡
y
h wspóªrz�dny
h zu»y
iem operatora ±redniego. Odtworzony
h jest poªowa punktów, li
zba mno»e« idziele« zostanie podwojona przy rekonstruk
ji drugiej poªowy punktów: 243+ M−17
16 ·

80 · 2 = 10M + 73.



2.2. METODA MHR 55WniosekZªo»ono±¢ obli
zeniowa dekompresji obrazu o wymiara
h M × M w MHR zapomo
¡ operatorów OHR wymiaru 8 × 8 jest nie wi�ksza ni» 10M2 + 73M przykompresji rz�du 17M
M2 = 17

M
.Uwaga:Je»eli li
zba w�zªów b�dzie wi�ksza, to rz¡d zªo»ono±
i obli
zeniowej dekompresjiMHR przy wykorzystaniu operatorów OHR wymiaru 8×8 nie zmieni si�. Na przykªadprzy trzydziestu trze
h w�zªa
h w ka»dej poziomej linii otrzymano wielko±¢ 2 ·3 ·81+

M−33
2·16 · 80 · 2 · 2 = 10M + 156 dziaªa« mno»enia lub dzielenia dla ka»dej linii, 
o dajezªo»ono±¢ obli
zeniow¡ 10M2 + 156M przy kompresji rz�du 33M

M2 = 33
M
.Na wykresie pokazano zale»no±¢ 10M2 + Mm (m ∈ N, m opisano w twierdzeniu2.1) pomi�dzy wymiarem obrazu M × M a ilo±
i¡ w�zªów s dla jednej linii w MHRprzy zastosowaniu operatorów OHR wymiaru 8 × 8 (pokrywaj¡
e si� punkty dladanego M wskazuj¡ na niezna
zne zmiany li
zby mno»e« i dziele« przy zwi�kszaniuilo±
i w�zªów).

Rysunek 2.24. Zªo»ono±¢ obli
zeniowa MHR przy zastosowaniu operatorów OHRwymiaru 8 × 8 jest rz�du O(M2)Z Rys. 2.24 wynika, i» zªo»ono±¢ obli
zeniowa dekompresji MHR przy zastosowa-niu operatorów OHR wymiaru 8× 8 pozostaje rz�du O(M2) przy zwi�kszonej ilo±
iw�zªów.Uwaga:Przy wi�kszej ilo±
i w�zªów w ka»dej linii pogarsza si� rz¡d kompresji, ale zwi�kszasi� dokªadno±¢ obli
ze«: na przykªadzie dwó
h pierwszy
h w�zªów (x0; y0) i (x1; y1)wielko±
i |x1 − x0| oraz |y1 − y0| odgrywaj¡ 
zoªow¡ rol� w osza
owania
h dokªad-no±
i w rozdziale 2.2.3. Zªo»ono±¢ obli
zeniowa przy wykorzystaniu operatorów OHRdanego wymiaru pozostaje bez zmian.Twierdzenie 2.2. ( o niezmienni
zo±
i zªo»ono±
i obli
zeniowej dekompresji MHRw przypadku dowolnej ilo±
i w�zªów)Zaªo»enie: ilo±¢ równoodlegªy
h w�zªów o elementa
h rze
zywisty
h w ka»dej liniipoziomej wynosi s. Nie
h N = k − 2 ozna
za wymiar wszystki
h operatorów OHRu»yty
h w MHR (k = 4, 6, 10; N = 2, 4, 8). Dodatkowo nie
h li
zba w�zªów s b�dziedowolna, le
z:
• s > 5 w przypadku wykorzystania operatorów OHR wymiaru 2 × 2;
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• s > 9 w przypadku wykorzystania operatorów OHR wymiaru 4 × 4;
• s > 17 w przypadku wykorzystania operatorów OHR wymiaru 8 × 8.Teza: zªo»ono±¢ obli
zeniowa rekonstruk
ji obrazu o wymiara
h M × M pikseli zu»y
iem MHR za pomo
¡ operatorów OHR o niezmienionym wymiarze N = k − 2wynosi kM2 + mM , m ∈ N.Dowód:Dla dowolnej ilo±
i w�zªów s > 5 zªo»ono±¢ obli
zeniowa kM +m = t↑ ·u+ M−s

s−1 ·p·
q↑, gdzie posz
zególne symbole okre±lone s¡ w twierdzeniu 2.1, ↑ ozna
za zaokr¡gleniew gór� do najbli»szej li
zby 
aªkowitej. Ka»da dowolna li
zba s ∈ N, s > 5 zawartajest w przedziale [s(j); s(j + 1)] dla pewnego j = 0, 1, . . . ,M oraz warto±
i s(j)zde�niowanej w twierdzeniu 2.1. Ozna
za to, i» zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ dla dowolnejli
zby w�zªów mo»na osza
owa¢ tak samo, jak w przypadku podwajania ilo±
i w�zªów.Zªo»ono±¢ obli
zeniowa rekonstruk
ji obrazu o wymiara
h M × M pikseli w MHRza pomo
¡ operatorów OHR o niezmienionym wymiarze N = k − 2 = 2, 4, 8 wynosi
kM2 + mM , m ∈ N.WniosekRekonstruk
ja konturu zªo»onego z M pikseli za pomo
¡ MHR obar
zona jestzªo»ono±
i¡ obli
zeniow¡ O(M) niezale»nie od ilo±
i w�zªów i wymiaru u»yty
h opera-torów OHR.Rekonstruk
ja obrazu binarnego zªo»onego maksymalnie z M konturówza pomo
¡ MHR obar
zona jest zªo»ono±
i¡ obli
zeniow¡ O(M2) niezale»nie od ilo±
iw�zªów i wymiaru u»yty
h operatorów OHR.Z twierdze« 2.1 i 2.2 wynika, »e im mniejszy jest wymiar operatorów OHR u»y-ty
h w MHR, tym ilo±¢ wykonany
h mno»e« i dziele« w MHR jest mniejsza. Jed-nak rz¡d zªo»ono±
i obli
zeniowej metody O(M2) pozostaje bez zmian, natomiastwi�kszy wymiar operatora OHR wi¡»e si� z wi�ksz¡ wiarygodno±
i¡ odtworzony
hpunktów obrazu (wi�
ej wektorów bazowy
h ma wpªyw na rekonstruk
j� wspóªrz�d-ny
h brakuj¡
y
h pikseli). Na wykresie pokazano zale»no±¢ kM2 + mM , m ∈ Npomi�dzy wymiarami obrazu M × M a wymiarem N = k − 2 = 2, 4, 8 operatorówOHR zastosowany
h w MHR dla siedemnastu w�zªów:

Rysunek 2.25. Zªo»ono±¢ obli
zeniowa rz�du O(M2) w MHR przy zastosowaniu ope-ratorów OHR wymiaru N = 2, 4, 8 dla li
zby w�zªów s = 17



2.2. METODA MHR 57Z Rys. 2.25 wynika, i» zastosowanie operatorów OHR wi�kszego wymiaru przytej samej li
zbie w�zªów wi¡»e si� ze zwi�kszon¡ li
zb¡ opera
ji mno»e« i dziele«wykonany
h w metodzie MHR. Jednak rz¡d zªo»ono±
i obli
zeniowej metody O(M2)pozostaje bez zmian.Dla ustalonej ilo±
i pikseli M w obrazie o wymiara
h M × M porównanie li
zbywykonany
h opera
ji mno»enia i dzielenia kM2 + mM , m ∈ N w stosunku do wy-miaru operatora OHR N = k − 2 = 2, 4, 8 przy danej li
zbie w�zªów s tak»e wyka»ewzrost ilo±
i mno»e« i dziele« wraz ze wzrostem wymiaru operatora OHR:Tabli
a 2.3. Porównanie ilo±
i mno»e« i dziele« w MHR dla M=1024 w przypadkuu»y
ia operatorów OHR wymiarów N=2,4,8 przy li
zbie w�zªów s = 17, 33, 65, 129.
M s = 17 s = 33 s = 65 s = 1294235264 4280320 4370432 4550656 OHR 2 × 21024 6340608 6395904 6506496 6727680 OHR 4 × 410560512 10645504 10815488 11155456 OHR 8 × 8Z Tab. 2.3 wynika, i» zastosowanie operatorów OHR wi�kszego wymiaru przytej samej li
zbie w�zªów wi¡»e si� ze zwi�kszon¡ li
zb¡ opera
ji mno»e« i dziele«wykonany
h w MHR. Jednak rz¡d zªo»ono±
i obli
zeniowej dekompresji MHR O(M2)pozostaje bez zmian, natomiast wi�kszy wymiar operatora OHR wi¡»e si� z wi�ksz¡ilo±
i¡ i wi�kszym wymiarem wektorów bazowy
h maj¡
y
h wpªyw na dokªadno±¢obli
ze« wspóªrz�dny
h rekonstruowany
h punktów.2.2.5 Zªo»ono±¢ obli
zeniowa kompresji MHRZe s
hematu blokowego kompresji MHR dla 
aªego konturu K (Rys. 2.8) wynika,i» na po
z¡tku nale»y osza
owa¢ zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ podziaªu 
aªego konturu na
z�±
i Ki, a nast�pnie obli
zy¢ zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ wyzna
zenia w�zªów kompresjidla ka»dej 
z�±
i konturu.Podziaª konturu na posz
zególne 
z�±
i Ki (Rys.2.9) odbywa si� dzi�ki porówna-niu ró»ni
y odpowiedni
h wspóªrz�dny
h trze
h s¡siedni
h pikseli. Zatem dla kon-turu K zªo»onego z M pikseli wykonany
h jest M − 2 porówna«, 
zyli zªo»ono±¢obli
zeniowa tego etapu kompresji MHR jest rz�du O(M).Kolejnym etapem kompresji MHR jest wyzna
zenie w�zªów kompresji dla ka»dej
z�±
i konturu (Rys. 2.10). W tym 
elu nale»y wyzna
zy¢ ekstrema lokalne dla 
z�±
ikonturu Ki (Rys. 2.11). Nie
h 
z�±¢ konturu Ki skªada si� z Mi pikseli, i = 1, 2, . . . , L.Za
hodzi równo±¢: ∑L

i=1 Mi = M + L − 1. �eby wyzna
zy¢ ekstrema lokalne 
z�±
ikonturu Ki zªo»onej z Mi pikseli nale»y wykona¢ 2(Mi − 2) porówna« odpowied-ni
h wspóªrz�dny
h trze
h s¡siedni
h pikseli. Zatem li
zba wszystki
h porówna« dla
aªego konturu K wynosi: ∑L
i=1 2(Mi − 2) = 2

∑L
i=1 Mi−4L = 2(M +L−1)−4L =

2M − 2L− 2. Czyli zªo»ono±¢ obli
zeniowa wyzna
zenia ekstremów lokalny
h 
aªegokonturu zªo»onego z M pikseli metod¡ MHR jest rz�du O(M).Wniosek:Kompresja konturu zªo»onego z M pikseli za pomo
¡ MHR obar
zona jest zªo»ono±-
i¡ obli
zeniow¡ O(M). Kompresja obrazu 
zarno-biaªego zªo»onego maksymalnie z
M konturów za pomo
¡ MHR obar
zona jest zªo»ono±
i¡ obli
zeniow¡ O(M2).



58 ROZDZIA� 2. OPIS METODY MHR2.3 Przykªady obli
ze« z zastosowaniem metody MHRWykorzystanie operatora OHR do rekonstruk
ji krzywej na podstawie podany
hw�zªów pokazane jest w przykªada
h 2.1�2.8. Zaªo»enie: dany
h jest dwadzie±
iajeden punktów (xi, yi) ∈ R2 ze staªym krokiem pierwszej wspóªrz�dnej h/2 = 0.5,opisuj¡
y
h liter� �W � (i = 0, 1, . . . , 20):
xi 0 0.5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 6,5 7 7,5 8 8,5 9 9,5 10
yi 4 4,35 4,5 4,35 4 3,15 2 1,2 0 1,2 2 1,2 0 1,2 2 3,15 4 4,35 4,5 4,35 4

Rysunek 2.26. Zazna
zone w�zªy (xi, yi)W 
elu obli
zenia punktów le»¡
y
h pomi�dzy w�zªami budowane s¡ na podstawie
o drugiego w�zªa (dzi�ki temu zapami�tana jest informa
ja mi�dzy w�zªami) dwaoperatory M oraz M1 (2.6) i na i
h podstawie budowane b�d¡ operatory ±rednie(2.7) o odpowiedni
h wspóª
zynnika
h . Pierwszy operator M dla w�zªów (x0, y0),
(x2, y2), ..., (x14, y14):
x =

[

0 1 2 3 4 5 6 7
]T

,

y =
[

4 4.5 4 2 0 2 0 2
]T

,

w =
[

0.661 0.249 7.782 · 10−3 −0.047 −0.568 0.405 1.019 0.389
]T

,

W=











0 0.249 7.782 × 10
−3

−0.047 −0.568 0.405 1.019 0.389

−0.249 0 −0.047 −7.782 × 10
−3

0.405 0.568 −0.389 1.019

−7.782 × 10
−3

0.047 0 0.249 1.019 0.389 0.568 −0.405

0.047 7.782 × 10
−3

−0.249 0 0.389 −1.019 0.405 0.568

0.568 −0.405 −1.019 −0.389 0 0.249 7.782 × 10
−3

−0.047

−0.405 −0.568 −0.389 1.019 −0.249 0 0.047 7.782 × 10
−3

−1.019 0.389 −0.568 −0.405 −7.782 × 10
−3

−0.047 0 −0.249

−0.389 −1.019 0.405 −0.568 0.047 −7.782 × 10
−3

0.249 0











,

M=











0.303 0.114 3.571 × 10
−3

−0.022 −0.261 0.186 0.468 0.179

−0.114 0.303 −0.022 −3.571 × 10
−3

0.186 0.261 −0.179 0.468

3.571 × 10
−3

0.022 0.303 0.114 0.468 0.179 0.261 −0.186

0.022 3.571 × 10
−3

−0.114 0.303 0.179 −0.468 0.186 0.261

0.261 −0.186 −0.468 −0.179 0.303 0.114 3.571 × 10
−3

−0.022

−0.186 −0.261 −0.179 0.468 −0.114 0.303 0.022 3.571 × 10
−3

−0.468 0.179 −0.261 −0.186 −3.571 × 10
−3

−0.022 0.303 −0.114

−0.179 −0.468 0.186 −0.261 0.022 −3.571 × 10
−3

0.114 0.303











.Czy wspóªrz�dne yi, wyli
zone za pomo
¡ operatora M , b�d¡ ró»niªy si� odpodany
h w�zªów? Wspóªrz�dne poli
zone z u»y
iem operatora M wynosz¡:
M · x =

























3.999
4.499
3.997
2.001

−1.518 × 10−3

1.999
−2.353 × 10−3

2

























.
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zony
h w�zªów wynosi:
√

(M · x − y)T (M · x − y)

8
= 1.57 · 10−3 .Wielko±¢ bª�du pozwala na stwierdzenie, i» obli
zenia z u»y
iem operatora OHRs¡ stabilne z dokªadno±
i¡ rz�du 10−3 (nie jest to bª¡d metody, le
z ustalona dokªad-no±¢ obli
ze« w pakie
ie MathCad).Zbudowano drugi operator M1 dla w�zªów (x1, y1), (x3, y3), . . . , (x15, y15):

x =
[

0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5
]T

,

y =
[

4.35 4.35 3.15 1.2 1.2 1.2 1.2 3.15
]T

,

w =
[

1.012 0.395 −0.158 0, 227 −0.293 0.456 1.014 0.317
]T

,

M1 =

























0.378 0.147 −0.059 0.085 −0.109 0.17 0.378 0.118
−0.147 0.378 0.085 0.059 0.17 0.109 −0.118 0.378
1059 −0.085 0.378 0.147 0.378 0.118 0.109 −0.17

−0.085 −0.059 −0.147 0.378 0.118 −0.378 0.17 0.109
1109 −0.17 −0.378 −0.118 0.378 0.147 −0.059 0.085
−0.17 −0.109 −0.118 0.378 −0.147 0.378 −0.085 −0.059
−0.378 0.118 −0.109 −0.17 0.059 0.085 0.378 −0.147
−0.118 −0.378 0.17 −0.109 −0.085 0.059 0.147 0.378

























,

M 1 · x =
[

4.351 4.348 3.151 1.2 1.202 1.201 1.2 3.15
]

.Bª¡d ±redniokwadratowy dla obli
zony
h w�zªów wynosi |y − M1 · x| = 0.001107.Wspóªrz�dne xi w�zªów sªu»¡
y
h do budowy operatora posiadaj¡ staªy krok
h ∈ R (w tym przykªadzie h = 1). Pierwsza wspóªrz�dna x0 = 0 dla operatora
M wynosi a = 0, natomiast pierwsza wspóªrz�dna x1 = 0.5 dla operatora M1wynosi b = 0.5. Przykªady konstruowania operatorów ±redni
h (2.8) o odpowied-ni
h wspóª
zynnika
h i obli
zone drugie wspóªrz�dne punktów dla danego wektorapierwszy
h wspóªrz�dny
h.Przykªad 2.1. Nie
h c=0.25. Wtedy k = m=1, M2 = (M + M 1)/2,

x =
[

0.25 1.25 2.25 3.25 4.25 5.25 6.25 7.25
]T

,

M2 · x =
[

4.158 4.422 3.602 1.634 0.58 1.599 0.548 2.531
]T

.Przykªad 2.2. Nie
h c=0.1. Wtedy k=4, m=1, M2 = (4M + M1)/5,
x =

[

0.1 1.1 2.1 3.1 4.1 5.1 6.1 7.1
]T

,

M2 · x =
[

4.058 4.467 3.846 1.862 0.226 1.839 0.206 2.202
]T

.Przykªad 2.3. Nie
h c=0.4. Wtedy k=1, m=4, M2 = (M + 4M 1)/5,
x =

[

0.4 1.4 2.4 3.4 4.4 5.4 6.4 7.4
]T

,

M2 · x =
[

4.269 4.377 3.338 1.381 0.948 1.36 0.927 2.892
]T

.Przykªad 2.4. Nie
h c=0.125. Wtedy k=3, m=1, M2 = (3M + M1)/4,
x =

[

0.125 1.125 2.125 3.125 4.125 5.125 6.125 7.125
]T

,

M2 · x =
[

4.074 4.46 3.806 1.826 0.284 1.799 0.26 2.255
]T

.
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h c =0.2. Wtedy k=3, m=2, M2 = (3M + 2M1)/5,
x =

[

0.2 1.2 2.2 3.2 4.2 5.2 6.2 7.2
]T

,

M2 · x =
[

4.123 4.437 3.685 1.712 0.46 1.679 0.43 2.418
]T

.Jak obli
zy¢ drugie wspóªrz�dne punktów dla c ∈ [0.5; 1]? Operator M1 po-zostanie bez zmian, poniewa» pierwsza wspóªrz�dna dla jego zbudowania wynosi
x1 = 0.5. Natomiast operator M zostanie zast¡piony innym operatorem (mo»nawykorzysta¢ spostrze»enia 2.12), dla którego pierwsza wspóªrz�dna x2 = 1:

x =
[

1 2 3 4 5 6 7 8
]T

,

y =
[

4.5 4 2 0 2 0 2 4
]T

,

M =

























0.365 0.181 −0.12 0.167 0.022 0.152 0.282 0.059
−0.181 0.365 0.167 0.12 0.152 −0.022 −0.059 0.282
0.12 −0.167 0.365 0.181 0.282 0.059 −0.022 −0.152

−0.167 −0.12 −0.181 0.365 0.059 −0.282 0.152 −0.022
−0.022 −0.152 −0.282 −0.059 0.365 0.181 −0.12 0.167
−0.152 0.022 −0.059 0.282 −0.181 0.365 −0.167 −0.12
−0.282 0.059 0.022 −0.152 0.12 0.167 0.365 −0.181
−0.059 −0.282 0.152 0.022 −0.167 0.12 0.181 0.365

























,

M · x =
[

4.5 3.999 2.003 0 2.001 1.98 · 10−3 2.001 4.001
]T

.Bª¡d ±redniokwadratowy wynosi |y − M · x| = 0.001319 (kontrola obli
zony
h wspóª-rz�dny
h).W 
elu obli
zenia drugiej wspóªrz�dnej punktów dla c ∈ [0.5; 1] i kolejny
h sied-miu z krokiem h = 1 obli
zenia s¡ analogi
zne (operatorowi M1 odpowiada teraz
a = 0.5, za± operatorowi M : b=1): M2 = (mM + kM1)/(m + k). Przykªadyobli
ze« dla c ∈[0.5;1℄:Przykªad 2.6. Nie
h c=0.75. Wtedy k=1, m=1, M2 = (M + M 1)/2,

x =
[

0.75 1.75 2.75 3.75 4.75 5.75 6.75 7.75
]T

,

M2 · x =
[

4.426 4.185 2.61 0.638 1.591 0.611 1.565 3.542
]T

.Przykªad 2.7. Nie
h c=0.6. Wtedy k=4, m=1, M2 = (M + 4M 1)/5,
x =

[

0.6 1.6 2.6 3.6 4.6 5.6 6.6 7.6
]T

,

M2 · x =
[

4.381 4.286 2.943 0.984 1.355 0.967 1.338 3.299
]T

.Doty
h
zas wykorzystany
h zostaªo pierwszy
h siedemna±
ie w�zªów, 
o poz-woliªo na obli
zenie drugiej wspóªrz�dnej punktów dla pierwszej wspóªrz�dnej zprzedziaªu [x0;x16] = [0; 8]. A 
o z przedziaªem [8; 10]? Dla kolejny
h przedzia-ªów nale»y wykorzysta¢ kolejne w�zªy (w tym przykªadzie ozna
za to siedemna±
ieostatni
h w�zªów) i analogi
znie zbudowane zostan¡ trzy operatory wg wzoru (2.7)lub spostrze»enia 2.12:
x =

[

3 4 5 6 7 8 9 10
]T

,

y =
[

2 0 2 0 2 4 4.5 4
]T

,
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M = 10−3 ×



















375 −2.705 −3.889 −10 138 −82 43 26

2.705 375 −10 3.889 −82 −138 −26 43

3.889 10 375 −2.705 43 26 −138 82

10 −3.889 2.705 375 26 −43 −082 −138

−138 82 −43 −26 375 −2.705 −3.889 −10

82 138 −26 43 2.705 375 10 −3.889

−43 26 138 82 3.889 −10 375 2.705

−26 −43 −82 138 10 3.889 −2.705 375



















,

M · x =
[

2.002 6.764 · 10−4 1.999 1.691 · 10−3 2 4.001 4.501 3.999
]T

.Bª¡d ±redniokwadratowy dla obli
zony
h w�zªów wynosi |y − M · x| = 0.001061.Drugi operator M 1:
x =

[

2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5
]T

,

y =
[

3.15 1.2 1.2 1.2 1.2 3.15 4.35 4.35
]T

,

M1 =



















0.405 −0.02 −0.036 0.014 0.125 0.042 0.069 0.061

0.02 0.405 0.014 0.036 0.042 −0.125 −0.061 0.069

0.036 −0.014 0.405 −0.02 0.069 0.061 −0.125 −0.042

−0.014 −0.036 0.02 0.405 0.061 −0.069 0.042 −0.125

−0.125 −0.042 −0.069 −0.061 0.405 −0.02 −0.036 0.014

−0.042 0.125 −0.061 0.069 0.02 0.405 −0.014 −0.036

−0.069 0.061 0.125 −0.042 0.036 0.014 0.405 0.02

−0.061 −0.069 0.042 0.125 −0.014 0.036 −0.02 0.405



















,

M1 · x =
[

3.149 1.199 1.202 1.201 1.201 3.15 4.351 4.349
]T

.Bª¡d ±redniokwadratowy dla obli
zony
h w�zªów wynosi |y − M1 · x| = 0.00105.Przykªad 2.8. W 
elu obli
zenia drugi
h wspóªrz�dny
h punktów dla pierwszy
hwspóªrz�dny
h 8.75 i 9.75 li
zba c = 2.75 ∈ [2.5; 3]. Wtedy k = 1, m = 1, M2 =
(M + M1)/2,

x =
[

2.75 3.75 4.75 5.75 6.75 7.75 8.75 9.75
]T

,

M2 · x =
[

2.597 0.629 1.597 0.618 1.58 3.556 4.423 4.183
]T

.Aby obli
zy¢ drugie wspóªrz�dne punktów dla pierwszy
h wspóªrz�dny
h z prze-dziaªów [8;8.5℄ 
zy [9;9.5℄ nale»y wykorzysta¢ operatory dla w�zªów o wspóªrz�dny
h
x =

[

2 3 4 5 6 7 8 9
]T

,

x =
[

2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5
]T

.Przykªady 2.1�2.8 pokazuj¡, i» punkty le»¡ na krzywej i w�zªy nie s¡ ª¡
zoneod
inkami, le
z odtworzony jest wªa±
iwy ksztaªt konturu.Uwaga:Drugie wspóªrz�dne dla niektóry
h pierwszy
h wspóªrz�dny
h zostaªy wyli
zonedwa razy. Np. w przykªadzie 2.6 warto±¢ dla wspóªrz�dnej 2.75 wynosi 2.61, a wprzykªadzie 2.8 warto±¢ dla wspóªrz�dnej 2.75 wynosi 2.597. Ostate
zn¡ drug¡wspóªrz�dn¡ mo»na znale¹¢ jako ±redni¡ arytmety
zn¡ z dwó
h otrzymany
h warto±
i.Przykªad obli
ze« [45℄ dla nast�puj¡
ego konturu (
z�±¢ I i III 
e
huj¡ si� w�zªamio staªym kroku wspóªrz�dnej xi, natomiast 
z�±¢ II posiada w�zªy o staªym krokuwspóªrz�dnej yi):
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Rysunek 2.27. Wykres zawieraj¡
y wszystkie punkty obli
zone w przykªada
h2.1�2.8

Rysunek 2.28. Kontur podzielony na trzy 
z�±
i
xi 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
yi 80 23 55 59 70 42 20 31 40 21 10 8 0 26 57

Rysunek 2.29. W�zªy I 
z�±
i konturu



2.3. PRZYK�ADY OBLICZE� Z ZASTOSOWANIEM METODY MHR 63Cz�±¢ I konturu (w innej skali ni» na Rys.2.28) opisana jest w�zªami (patrzRys. 2.29).Ilo±¢ w�zªów dla I 
z�±
i konturu jest mniejsza ni» siedemna±
ie, 
zyli nie mo»naskorzysta¢ z operatorów OHR wymiaru 8 × 8. Punkty I 
z�±
i konturu rekon-struowane s¡ za pomo
¡ operatorów OHR wymiaru 4 × 4 w dwó
h podzbiora
hw�zªów (ka»dy zawiera dziewi�¢ w�zªów): podzbiór B0 zawiera w�zªy od (10; 80)do (50; 40), podzbiór B1 zawiera w�zªy od (40; 20) do (80; 57). Np. dla w�zªów owspóªrz�dny
h:
x =

[

10 20 30 40
]T

,

y =
[

80 55 70 20
]T

,wyzna
zono operator:
M0 =









1.589 −0.382 1.167 0.917
0.382 1.598 −0.917 1.167
−1.167 0.917 1.598 0.382
−0.917 −1.167 −0.382 1.598







Dla w�zªów o wspóªrz�dny
h:
x =

[

15 25 35 45
]T

,

y =
[

23 59 42 31
]T

,wyzna
zono operator:
M1 =









1.142 −0.272 0.501 −0.108
0.272 1.142 0.108 0.501
−0.501 −0.108 1.142 0.272
0.108 −0.501 −0.272 1.142









.Przykªad obli
ze« drugi
h wspóªrz�dny
h punktów dla pierwszy
h wspóªrz�dny
hzapisany
h w wektorze:
p =

[

12 22 32 42
]T

M2 = 0.6M 0 + 0.4M 1,

M2 =









1.416 −0.338 0.9 0.507
0.338 1.416 −0.507 0.9
−0.9 0.507 1.416 0.338
−0.507 −0.9 −0.338 1.416









,

M2 · p =









59.638
56.806
59.865
22.748









.



64 ROZDZIA� 2. OPIS METODY MHRPrzykªad wybrany
h zrekonstruowany
h punktów I 
z�±
i konturu przedstawionona Rys. 2.30

Rysunek 2.30. Cz�±¢ odtworzony
h punktówDla 
aªego konturu z Rys. 2.28 umiesz
zono odtworzone przykªadowe punkty(Rys. 2.31).

Rysunek 2.31. Cz�±¢ zrekonstruowany
h punktów dla konturu z Rys. 2.28MHR jest metod¡ o zªo»ono±
i obli
zeniowej rz�du O(M2) dla obrazu o wy-miara
h M × M pikseli, pozwalaj¡
¡ na dokªadne odtworzenie konturu obrazu napodstawie zbioru punktów 
harakterysty
zny
h. Punkty te mog¡ by¢ traktowanejako zbiór w�zªów kompresji, za pomo
¡ którego zostaªa zapami�tana krzywa. MHRjest metod¡ bezstratn¡ o wysokim stopniu kompresji. W rozdziale 2 opisano sposóbbudowy i wªasno±
i operatora OHR, osza
owano bª¡d przybli»enia w klasie 
i¡gªy
hfunk
ji s
hodkowy
h i wielomianów stopnia 1,2,3 oraz osza
owano zªo»ono±¢ obli
ze-niow¡ i podano przykªady obli
ze« z zastosowaniem MHR.



Rozdziaª 3Metoda MHR w przestrzeni 3DW rozdziale tym opisano zastosowanie MHR w odtwarzaniu brakuj¡
y
h punktówobrazy trójwymiarowego. Zagadnienie przedstawienia obiektu w przestrzeni 3D jestistotne np. w tomogra�i komputerowej i w projektowaniu implantów ko±
i. Wyko-rzystanie MHRw rekonstruk
ji obrazu tomogra�
znego zaproponowano w rozdziale 5.3.1 Rekonstruk
ja obrazu 3D zªo»onego z konturów pªas-ki
hDe�ni
ja 3.1. Konturem pªaskim w przestrzeni 3D nazywany jest zbiór punktów(xi, yi, z) ∈ R3 przedstawiaj¡
y
h kontur w pªasz
zy¹nie XY i maj¡
y
h staª¡ wspóª-rz�dn¡ z.Je»eli w MHR ka»dy zbiór w�zªów Bm={(xi, yi):xi ∈ R, yi ∈ R} dla m =
0, 1, . . . , M zostanie powi¡zany z trze
i¡ wspóªrz�dn¡ zm ∈ R, to odtworzenie zapomo
¡ MHR punktów (x, y) ∈ R2 dla zbioru w�zªów Bm w przestrzeni dwuwymia-rowej jest równozna
zne z rekonstruk
j¡ punktów (x, y, zm) w przestrzeni trójwymia-rowej [43℄. Na przykªad odtworzenie trze
h pªaski
h konturów dla trze
h warto±
iwspóªrz�dnej zm przedstawia Rys. 3.1.
Rysunek 3.1. Obraz trójwymiarowy zªo»ony z trze
h konturów dwuwymiarowy
h.3.1.1 Metoda MHR w 3D dla konturów pªaski
hZaªo»enie: dla ka»dej wspóªrz�dnej zm rekonstruowanego obrazu 3D mo»liwe jestustalenie zbioru w�zªów wg zaªo»e« dla MHR w przestrzeni 2D z rozdziaªu 2.Na wej±
iu metody dane s¡ zbiory w�zªów o trze
h wspóªrz�dny
h, na wyj±
iuodtworzony jest obraz trójwymiarowy zªo»ony z konturów pªaski
h.Krok 1. Nale»y ustali¢, 
zy ka»dej wspóªrz�dnej zm obiektu w 3D mo»liwe jestprzyporz¡dkowanie zbioru w�zªów Bm={(xi, yi):xi ∈ R, yi ∈ R} wg65



66 ROZDZIA� 3. METODA MHR W PRZESTRZENI 3Dzaªo»e« MHR dla obrazu dwuwymiarowego z rozdziaªu 2: w�zªami s¡punkty (xi, yi) ∈ R2 o staªym kroku jednej wspóªrz�dnej, ustalone w mini-mum i maksimum lokalnym innej wspóªrz�dnej oraz w punkta
h le»¡
y
hmi�dzy ekstremami lokalnymi (
o najmniej jeden punkt).Krok 2. Je»eli odpowied¹ w kroku 1 jest twierdz¡
a, wów
zas dla ka»dego zbioruw�zªów Bm nale»y odtworzy¢ brakuj¡
e punkty z u»y
iem MHR w 2Dz rozdziaªu 2.Krok 3. Punkty zrekonstruowane w kroku 2 utworz¡ kontury pªaskie dla wspóªrz�d-ny
h zm.

Rysunek 3.2. Przestrzenne obrazy zªo»one z kilkunastu lub kilkudziesi�
iu konturówpªaski
h.Uwaga:Odtworzenie ka»dego pojedyn
zego konturu pªaskiego zªo»onego z N pikseli zwi¡-zane jest ze zªo»ono±
i¡ obli
zeniow¡ rz�du O(N). Je»eli ilo±¢ konturów wynosi K,wów
zas MHRw przestrzeni 3D dla konturów pªaski
h posiada zªo»ono±¢ obli
zeniow¡rz�du O(NK). Stopie« kompresji oraz dokªadno±¢ obli
ze« pozostaj¡ takie jakw MHR dla obrazów pªaski
h.3.2 Rekonstruk
ja obrazu 3D za pomo
¡ podwójnegooperatora ±redniegoWMHR dla obrazu 2D dany jest zbiór w�zªów (xi, yi) ∈ R2 o staªym kroku jednej zewspóªrz�dny
h. Dla obrazu przestrzennego analogi
znie zrobiono zaªo»enie o w�zªa
h(xi, yi, zi) ∈ R3, i» jedna ze wspóªrz�dny
h xi albo yi jest równoodlegªa.Zaªo»enie: wspóªrz�dna xi posiada staªy krok. Wów
zas punkty (x, y, z) obiektuprzestrzennego zostan¡ zrekonstruowane nast�puj¡
o: dla w�zªów (xi, yi) ∈ R2 zna-lezione zostan¡ za pomo
¡ MHR brakuj¡
e wspóªrz�dne y, natomiast dla w�zªów(xi, zi) ∈ R2 znalezione zostan¡ z u»y
iem MHR brakuj¡
e wspóªrz�dne z. Ozna
zato, i» dla dowolnej pierwszej wspóªrz�dnej x mo»na odtworzy¢ wspóªrz�dne y oraz zdla punktu (x, y, z) nale»¡
ego do obrazu w 3D. Je»eli wspóªrz�dna x = α ·x0+β ·x1,
α, β ∈ [0; 1], α + β = 1, wtedy li
zby α oraz β zostan¡ u»yte do zbudowania dwó
h
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h: jeden operator ±redni M = αM1+βM 2 posªu»y do obli
zeniawspóªrz�dnej y (operatory M1, M2 zbudowane s¡ dla w�zªów (xi, yi) ∈ R2 wg MHRz rozdziaªu 2), drugi operator ±redni M0 = αM 3 + βM 4 jest wykorzystany dowyzna
zenia wspóªrz�dnej z (operatory M 3, M4 zbudowane s¡ dla w�zªów (xi, zi) ∈
R2 wg MHR z rozdziaªu 2).

Rysunek 3.3. Wspóªrz�dna x = αx0 + βx1. Za pomo
¡ dwó
h operatorów ±redni
hmo»liwe jest wyzna
zenie wspóªrz�dny
h y oraz z.3.2.1 Metoda MHR rekonstruk
ji obrazu 3D za pomo
¡ podwójnegooperatora ±redniego w przypadku staªego kroku pierwszejwspóªrz�dnej w�zªówZaªo»enie: w�zªy (xi, yi, zi) ∈ R3 posiadaj¡ staªy krok wspóªrz�dnej xi. W�zªyustalone s¡ w ekstrema
h lokalny
h wspóªrz�dny
h yi i zi oraz w punkta
h le»¡
y
hmi�dzy ekstremami lokalnymi (przynajmniej jeden punkt). Na wej±
iu metody danyjest zbiór w�zªów o trze
h wspóªrz�dny
h rze
zywisty
h, na wyj±
iu odtworzone s¡brakuj¡
e punkty (x, y, z) obrazu trójwymiarowego.Krok 1. Dla w�zªów (xi, yi) ∈ R2 odtworzone s¡ brakuj¡
e punkty (x, y) ∈ R2 zapomo
¡ MHR z rozdziaªu 2,Krok 2. Dla w�zªów (xi, zi) ∈ R2 odtworzone s¡ brakuj¡
e punkty (x, z) ∈ R2za pomo
¡ MHR z rozdziaªu 2. Wspóªrz�dne xi wykorzystane w kroku2 musz¡ by¢ identy
zne jak w kroku 1.Krok 3. Z odtworzony
h punktów (x, y) ∈ R2 oraz (x, z) ∈ R2 konstruowanes¡ punkty (x, y, z) obrazu trójwymiarowego. Np. je»eli (x, y)=(2.5;1.2),
(x, z)=(2.5;3.6), to do obrazu 3D nale»y punkt (x, y, z)=(2.5;1.2;3.6).Przykªad 3.1. Dane jest pi�¢ w�zªów (xi, yi, zi) ∈ R3, i = 0, 1, . . . , 4: (1;2;4),(3;4;6), (5;6;8), (7;8;10), (9;10;12). W kroku 1 dla w�zªów (xi, yi) ∈ R2, i =

0, 1, . . . , 4: (1;2), (3;4), (5;6), (7;8), (9;10) odtworzone s¡ punkty (x; y): (2;3),(4;5), (6;7), (8;9). W kroku 2 dla w�zªów (xi, zi) ∈ R2, i = 0, 1, . . . , 4: (1;4), (3;6),(5;8), (7;10), (9;12) odtworzone s¡ punkty (x; z): (2;5), (4;7), (6;9), (8;11). W kroku3 konstruowane s¡ punkty punkty (x; y; z): (2;3;5), (4;5;7), (6;7;9), (8;9;11).Uwaga:Dwukrotne wykorzystanie MHR dla w�zªów (xi, yi) ∈ R2 oraz (xi, zi) ∈ R2nie zwi�ksza zªo»ono±
i obli
zeniowej MHR rz�du O(N2) ani stopnia kompresji przy
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Rysunek 3.4. Rozkªad odtworzony
h punktów (x; y; z) z przykªadu 3.1 na punkty
(x; y) i (x; z).rekonstruk
ji obrazów trójwymiarowy
h. Dokªadno±¢ odtwarzania punktów (x, y)i (x, z) pozostaje bez zmian.W przypadku staªego kroku wspóªrz�dnej yi w w�zªa
h (xi, yi, zi) nale»y stosowa¢operator odwrotny zgodnie z MHR z rozdziaªu 2. Zaªo»enie: wspóªrz�dna yi posia-da staªy krok. Wów
zas punkty (x, y, z) obiektu przestrzennego rekonstruowane s¡nast�puj¡
o: dla w�zªów (xi, yi) ∈ R2 znalezione zostan¡ za pomo
¡ MHR braku-j¡
e wspóªrz�dne x, natomiast dla w�zªów (yi, zi) ∈ R2 znalezione zostan¡ z u»y
iemMHR (oraz operatora odwrotnego) brakuj¡
e wspóªrz�dne z. Ozna
za to, i» dladowolnej wspóªrz�dnej y mo»na odtworzy¢ wspóªrz�dne x oraz z dla punktu (x, y, z)nale»¡
ego do obrazu w 3D. Je»eli wspóªrz�dna y = α · y0 + β · y1, α, β ∈[0;1℄,
α + β = 1, wtedy li
zby α oraz β zostan¡ u»yte do zbudowania dwó
h odwrot-ny
h operatorów ±redni
h: jeden odwrotny operator ±redni M−1 = αM−1

1 + βM−1
2posªu»y do obli
zenia wspóªrz�dnej x (operatory odwrotne M−1

1 , M−1
2 zbudowanes¡ dla w�zªów (xi, yi) ∈ R2 wg MHR z rozdziaªu 2), drugi odwrotny operator ±redni

M−1
0 = αM−1

3 + βM−1
4 jest wykorzystany do wyzna
zenia wspóªrz�dnej z (opera-tory odwrotne M−1

3 , M−1
4 zbudowane s¡ dla w�zªów (yi, zi) ∈ R2 wg MHR z roz-dziaªu 2).

Rysunek 3.5. Wspóªrz�dna y = αy0+βy1. Za pomo
¡ dwó
h odwrotny
h operatorów±redni
h mo»liwe jest wyzna
zenie wspóªrz�dny
h x oraz z.3.2.2 Metoda MHR rekonstruk
ji obrazu 3D za pomo
¡ podwójnegooperatora ±redniego w przypadku staªego kroku drugiej wspóª-rz�dnej w�zªówZaªo»enie: w�zªy (xi, yi, zi) ∈ R3 posiadaj¡ staªy krok wspóªrz�dnej yi. W�zªyustalone s¡ w ekstrema
h lokalny
h wspóªrz�dny
h xi i zi oraz w punkta
h le»¡
y
hmi�dzy ekstremami lokalnymi (
o najmniej jeden punkt). Na wej±
iu metody dany
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h wspóªrz�dny
h rze
zywisty
h, na wyj±
iu odtworzone s¡brakuj¡
e punkty (x, y, z) obrazu trójwymiarowego.Krok 1. Dla w�zªów (xi, yi) ∈ R2 odtworzone s¡ brakuj¡
e punkty (x, y) ∈ R2 zapomo
¡ MHR z rozdziaªu 2.Krok 2. Dla w�zªów (yi, zi) ∈ R2 odtworzone s¡ brakuj¡
e punkty (y, z) ∈ R2za pomo
¡ MHR z rozdziaªu 2. Wspóªrz�dne yi wykorzystane w kroku 2musz¡ by¢ identy
zne jak w kroku 1.Krok 3. Z odtworzony
h punktów (x, y) ∈ R2 oraz (y, z) ∈ R2 konstruowanes¡ punkty (x, y, z) obrazu trójwymiarowego. Np. je»eli (x, y)=(2.5;1.2),
(y, z)=(1.2;3.6), to do obrazu 3D nale»y punkt (x, y, z)=(2.5;1.2;3.6).Przykªad 3.2. Dane jest pi�¢ w�zªów (xi, yi, zi) ∈ R3, i = 0, 1, . . . , 4: (1;2;4),(3;4;6), (5;6;8), (7;8;10), (9;10;12). W kroku 1 dla w�zªów (xi, yi) ∈ R2, i =

0, 1, . . . , 4: (1;2), (3;4), (5;6), (7;8), (9;10) odtworzone s¡ punkty (x; y): (2;3),(4;5), (6;7), (8;9). W kroku 2 dla w�zªów (yi, zi) ∈ R2, i = 0, 1, . . . , 4: (2;4),(4;6), (6;8), (8;10), (10;12) odtworzone s¡ punkty (y;z): (3;5), (5;7), (7;9), (9;11).W kroku 3 konstruowane s¡ punkty (x; y; z): (2;3;5), (4;5;7), (6;7;9), (8;9;11).

Rysunek 3.6. Rozkªad odtworzony
h punktów (x; y; z) z przykªadu 3.2 na punkty
(x; y) i (y; z).Uwaga:Dwukrotne wykorzystanie MHR dla w�zªów (xi, yi) ∈ R2 oraz (yi, zi) ∈ R2 niezwi�ksza zªo»ono±
i obli
zeniowej MHR rz�du O(N2) ani stopnia kompresji przyrekonstruk
ji obrazów trójwymiarowy
h. Dokªadno±¢ odtwarzania punktów (x, y)i (x, z) pozostaje bez zmian.3.3 Zastosowanie metodyMHRw projektowaniu implan-tów ko±
iSpo±ród dwustu sze±
iu ko±
i ludzkiego 
iaªa wszystkie ró»ni¡ si� ksztaªtem i rozmia-rem. Tomogra�a komputerowa zapewnia najwierniejszy obraz ko±
i przed znieksztaª-
eniem, jednak jest to bardzo rzadki zbieg okoli
zno±
i, i» badanie TK zostaªo zro-bione przed wypadkiem. Naj
z�±
iej za
hodzi potrzeba rekonstruk
ji ksztaªtu ko±
ina podstawie za
howany
h fragmentów. Wów
zas nale»y zazna
zy¢ punkty kontrolne(w�zªy) i na i
h podstawie mo»liwe jest odtworzenie konturu ko±
i (Rys. 3.7).
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Rysunek 3.7. Punkty kontrolne umiesz
zone na ko±
i (zdj�
ie po
hodzi ze stronyinternetowej http://graphi
s.gmu.edu/knee/MRI.ppt).Doty
h
zasowe metody rekonstruk
ji ko±
i wykorzystuj¡ interpola
j� liniow¡(wów
zas krzywa nie jest gªadka) lub interpola
j� splinami [12℄. MHR zapewniadokªadne odtworzenie ksztaªtu ko±
i i jest efektywna obli
zeniowo. Istotn¡ rol�dokªadnego zrekonstruowania konturów oraz wykorzystanie konturów w budowieprzestrzennego obrazu fragmentu ludzkiego 
iaªa obrazuj¡ Rys. 3.8�3.11, [66℄.

Rysunek 3.8. Posz
zególne etapy odtwarzania ko±
i na podstawie konturów.3.3.1 Posz
zególne etapy odtwarzania ko±
i z Rys. 3.8Na wej±
iu dany jest zbiór konturów reprezentowany
h jako obrazy binarne. Dlaka»dego konturu generowana jest krzywa w przestrzeni z norm¡ euklidesow¡ (wygªa-dzanie krzywej) i usuwane s¡ wszelkie nie
i¡gªo±
i krzywej (interpola
ja). W tym mo-men
ie mo»liwe jest zastosowanie MHR przy odtwarzaniu 
i¡gªego i gªadkiego kon-turu. Nast�pnie wykorzystuje si� krzyw¡ do konstruowania przestrzennego obrazu.W badaniu TK otrzymuje si� przekroje ludzkiego organu skanowane w równy
hodst�pa
h. Klu
zowym zagadnieniem w rekonstruk
ji 
aªego organu jest okre±lenie
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Rysunek 3.9. Ko±¢ sz
z�kowa zrekonstruowana na podstawie 
zterdziestu o±miukonturów.

Rysunek 3.10. Wykorzystanie trzydziestu 
ztere
h konturów do odtworzenia frag-mentu ludzkiego 
iaªa.ksztaªtu obiektu pomi�dzy skanowanymi przekrojami. Zakªadaj¡
, i» przekrój trak-towany jest jako kontur pªaski w przestrzeni 2D, a dokªadniej na pªasz
zy¹nie XY, tona podstawie punktów nale»¡
y
h do posz
zególny
h przekrojów mo»liwe jest za po-mo
¡ MHR odtworzenie ksztaªtu obiektu w pªasz
zyzna
h XZ oraz YZ. Wspóªrz�dna
zi ma staªy krok w w�zªa
h (xi, zi) i (yi, zi).

Rysunek 3.11. Interpolowany fragment konturu w pªasz
zy¹nie XZ.Je»eli dane s¡ w�zªy (xi, zi) ∈ R2 i wspóªrz�dna zi posiada staªy krok, wów-
zas pierwsze wspóªrz�dne x dla odpowiedni
h wspóªrz�dny
h z obli
zone zostan¡dzi�ki MHR za pomo
¡ operatora odwrotnego. Je»eli dane s¡ w�zªy (yi, zi) ∈ R2i wspóªrz�dna zi posiada staªy krok, wów
zas wspóªrz�dne y dla odpowiedni
h wspóª-rz�dny
h z obli
zone zostan¡ z wykorzystaniem MHR za pomo
¡ operatora OHR.
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Rysunek 3.12. Obraz 3D zrekonstruowany za pomo
¡ konturów naniesiony
h wpªasz
zyzna
h XY, XZ, YZ (zdj�
ie po
hodzi z Internetu).Odtwarzanie trójwymiarowego ksztaªtu obiektu jest przedmiotem te
hnik szyb-kiego konstruowania prototypów (RP�Rapid Prototyping) [17,68,108℄ i konstruowa-nia narz�dzi (RT�Rapid Tooling) [21℄. Metody RP znajduj¡ 
oraz szersze zas-tosowanie w medy
ynie, np. w zagadnieniu budowy implantów ko±
i [14℄. Sz
zegól-nie te
hnologia LOM (Laminated Obje
t Manufa
turing) wydaje si� najwªa±
iwszado wykorzystania w medy
ynie. Trady
yjne metody LOM korzystaj¡ z wirtualnegomodelu zbudowanego w programa
h typu CAD (Computer Aided Design) [47,100℄.Jednak te
hniki CAD nie pozwalaj¡ na wykorzystanie dany
h medy
zny
h do zrekon-struowania obrazu przestrzennego na ekranie komputera z powodu niewystar
zaj¡
ejdokªadno±
i przedstawionego fragmentu ludzkiego 
iaªa. MHR oparta na odtwarza-niu konturu dwuwymiarowego obrazu mo»e znale¹¢ zastosowanie w LOM [44℄.

Rysunek 3.13. Obiekt wytworzony w pro
esie LOM (zdj�
ie po
hodzi z Internetu).Obiekt z Rys. 3.13 (niewiele zmieniony) mógªby by¢ implantem rekonstruowanejko±
i ludzkiej. Medy
yna potrzebuje dokªadny
h i efektywny
h metod w wielu za-gadnienia
h, np. w projektowaniu implantów ko±
i. Te
hnologia LOM, wykorzystu-j¡
a geometri� konturu i MHR, wydaje si� by¢ bardzo obie
uj¡
a w zastosowania
hmedy
zny
h.



3.4. ANALIZA MO�LIWO�CI TECHNICZNYCH ZASTOSOWA� MHR 733.4 Analiza mo»liwo±
i te
hni
zny
h zastosowa« MHRPrzedstawione w rozdziale 2 rozwa»ania i przykªady wskazuj¡ na du»¡ efektywno±¢obli
zeniow¡ przy zastosowaniu metody MHR, [45℄. Wydaje si� 
elowym wskazaniepewny
h obszarów w te
hni
e, gdzie metoda ta mogªaby z powodzeniem znale¹¢zastosowanie. Nale»y do ni
h z pewno±
i¡ wi�kszo±¢ te
hnologii, które wykorzystuj¡kontur geometrii jako trajektori� ru
hu narz�dzia, m.in. wykrawanie, wy
inanie,wypalanie itp. Do nowo
zesny
h te
hnologii, wykorzystuj¡
y
h kontur obrazu, zali-
zy¢ mo»na te
hniki Rapid Prototyping, sz
zególnie metod� LOM (Laminated Obje
tManufa
turing). Bardzo 
z�sto za
hodzi wów
zas potrzeba odtworzenia geometriikonturu na podstawie istniej¡
ego modelu. Ogólny s
hemat przetwarzania obrazudo ty
h 
elów przedstawia Rys. 3.14.

Rysunek 3.14. S
hemat przetwarzania obrazu w zastosowania
h te
hni
zny
h.W pro
esie próbkowania i digitaliza
ji obraz zostaje podzielony na jednakowekwadraty, a ka»dy z kolorów wypeªniony kolorem wypadkowym. Naj
z�±
iej wykony-wana jest tak»e zamiana modelu RGB na model per
ep
yjny HSL (Hue-Saturation-Lightness) wg nast�puj¡
y
h zale»no±
i:
f(x, y) = R(x, y)G(x, y)B(x, y) ⇔ f ′(x, y) = H(x, y)S(x, y)L(x, y)
x ∈ 〈0,M − 1〉 , y ∈ 〈0, N − 1〉
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f ′(x, y) =











f ′(0, 0) f ′(0, 1) · · · f ′(0, N − 1)
f ′(1, 0) f ′(1, 1) · · · f ′(1, N − 1)... ... ... ...

f ′(M − 1, 0) f ′(M − 1, 1) · · · f ′(M − 1, N − 1)









gdzie: M �wysoko±¢ obrazu w piksela
h, N �szeroko±¢ obrazu w piksela
h.W wi�kszo±
i systemów gra�
zny
h przetwarzaj¡
y
h obrazy rastrowe mo»liwejest wów
zas wydzielenie odpowiedni
h kanaªów HSL, Rys. 3.15.
Rysunek 3.15. Wydzielanie kanaªów wg metody HSL.Dla potrzeb te
hni
zny
h wystar
za naj
z�±
iej pozostawienie kanaªu L. Pookre±leniu dolnego i górnego progu jasno±
i (Lmin oraz Lmax) oraz wykorzystuj¡
zale»no±¢: if Lmin ≤ L(x, y) ≤ Lmax then L(x, y) = 1 else L(x, y) = 0otrzymujemy jednolity obraz obiektu, z którego wydzielony zostaje kontur, Rys. 3.16.Ko«
owy etap to zamiana posta
i obrazu na posta¢ wektorow¡ ak
eptowan¡przez systemy CAD/CAM. Na tym etapie mo»liwe jest zastosowanie omówionegoalgorytmu MHR. Zgodnie ze s
hematem przedstawionym na Rys. 3.14 ostatni¡ 
zyn-no±
i¡ jest generowanie kodu NC w systemie CAM. Na Rys. 3.17 przedstawiono tra-jektori� ru
hu narz�dzia opra
owan¡ dla powy»szego detalu w systemie Alpha-CAMoraz wirtualny model detalu po obrób
e.Omówiony algorytm post�powania pozwala na zna
zne skró
enie 
zasu opra
o-wania te
hnologii oraz na wykorzystanie konturów do dalszego przetwarzania i gene-rowania dokumenta
ji te
hni
znej.

Rysunek 3.16. Obraz obiektu oraz wydzielony kontur.



3.4. ANALIZA MO�LIWO�CI TECHNICZNYCH ZASTOSOWA� MHR 75Innym obszarem te
hniki, gdzie algorytm MHR mo»e zosta¢ zastosowany, toprojektowanie odwrotne (Reverse Engineering) w poª¡
zeniu z te
hnikami RapidPrototyping.Projektowanie odwrotne jest de�niowane jako pro
es tworzenia kopii poprzezodwzorowanie funk
jonalne i wymiarowe istniej¡
ego �zy
znego obiektu w 
elu uzys-kania dany
h te
hni
zny
h (�zy
zny
h i materiaªowy
h) wymagany
h przez pro-du
enta. W uprosz
zeniu mo»na powiedzie¢, »e jest to pro
es tworzenia rysunkuwyrobu poprzez pomiar 
z�±
i w 
elu okre±lenia wymiarów oraz toleran
ji w sytu-a
ja
h, gdy nie istnieje formalna spe
y�ka
ja. Dziaªania te s¡ wspomagane za-awansowanymi systemami klasy CAx, st¡d sama te
hnika projektowania odwrotnegonazywana jest 
oraz 
z�±
iej jako komputerowo wspomagane projektowanie odwrotne(CARE�Computer Aided Reverse Engineering).Projektowanie odwrotne stanowi dzi± jeden z integralny
h pro
esów wykorzysty-wany
h w in»ynierii produk
ji. W poª¡
zeniu z te
hnikami Rapid Tooling orazRapid Prototyping [47℄ stanowi zaawansowane narz�dzie w zakresie poprawy jako±
ii skró
enia 
zasu przygotowania dokumenta
ji do produk
ji nowego wyrobu.Przetwarzanie polega na jak najlepszym 
yfrowym odwzorowaniu i zapisie w for-ma
ie ak
eptowanym przez systemy CAx. Ozna
za to, »e zadaniem te
hniki RE jestidenty�ka
ja dowolnej, nieznanej kraw�dzi lub powierz
hni modelu. We wst�pnejfazie dziaªa« in»ynierski
h nale»y doprowadzi¢ opra
owany model do posta
i umo»li-wiaj¡
ej dalsze przetwarzanie w systema
h sªu»¡
y
h do opra
owania pro
esów te
h-nologi
zny
h i wytwór
zy
h.Z punktu widzenia zastosowania MHR spo±ród wszystki
h metod RP najbardziejadekwatna jest te
hnika LOM, gdy» w swoim zaªo»eniu operuje ona na kontura
hobiektu.Polega na klejeniu i wy
inaniu posz
zególny
h warstw budowanego modelu. Do
i�
ia wykorzystuje si� promie« lasera. Materiaªem jest w tym przypadku jednostron-nie pokryta klejem folia papierowa, nylonowa lub poliestrowa [17℄. S
hemat te
hnikiLOM przedstawia Rys. 3.18. W skªad urz¡dzenia w
hodzi stóª, na którym budowanyjest model. Stóª obni»a si� o grubo±¢ folii po wykonaniu na
i�
ia na ka»dej warstwie.Papier podawany jest z rolki zwanej podajnikiem, a jego zu»yte (powy
inane) resztkinawijaj¡ si� na drug¡ rolk� zwan¡ odbiornikiem. �wie»o naklejon¡ warstw� papierudo
iska i wyrównuje stalowy wale
. Nast�pnie promie« lasera wy
ina kontury detaluwedªug zewn�trznego zarysu. Tym promieniem steruje komputer, który przetwarzadane modelu opra
owane w programie CAD, na posz
zególne warstwy budowanej
z�±
i.Grubo±¢ jednej warstwy zawiera si� zwykle mi�dzy 0,005 a 0,05mm. Kom-puter dzi�ki staªemu od
zytowi wzajemnego poªo»enia wal
a do
iskowego oraz stoªu
Rysunek 3.17. Wizualiza
ja obróbki w systemie AlphaCAM.
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Rysunek 3.18. S
hemat przebiegu pro
esu tworzenia prototypu metod¡ LOM, [17℄.robo
zego, mo»e korygowa¢ li
zb� i ksztaªt nakªadany
h aktualnie warstw. Dzi�kimonitorowi doª¡
zonemu do urz¡dzenia, operator ma staª¡ kontrol� nad parame-trami pro
esu oraz informa
je gra�
zn¡ o ksztaª
ie aktualnie wykonywanej warstwy.Naklejony papier, w miejs
a
h gdzie przewidziana jest wolna przestrze«, po
i�tyjest w krat�, 
o uªatwia jego pó¹niejsze usuwanie. W efek
ie pra
y urz¡dzeniaotrzymujemy prostopadªo±
ienny blok sklejonego warstwami papieru lub innego ma-teriaªu. Po jego od
i�
iu od stoªu, np. za pomo
¡ struny, przyst�puje si� doo
zysz
zenia, a wi�
 oddzielenia po
i�ty
h w kratk� zb�dny
h �kostek�. Powierz
h-nia tak wykonanego modelu mo»e by¢ piaskowana, szlifowana, polerowana oraz po-malowana w 
elu wydoby
ia jego walorów estety
zny
h. Cz�±
i wykonane t¡ te
h-nologi¡ idealnie nadaj¡ si� do wyka«
zaj¡
ej obróbki, 
o uªatwia projektantom i pra-
ownikom marketingu o
en� walorów estety
zny
h. Modele wykonane metod¡ LOM
z�sto wykorzystywane s¡ w inny
h metoda
h wykonywania 
z�±
i, np. w metodzietra
onego modelu, [44℄.Przedstawienie na ekranie komputera przestrzennego obrazu jest wa»nym za-gadnieniem w ka»dej dziedzinie te
hniki, a w sz
zególno±
i w gra�
e komputeroweji przetwarzaniu obrazu, [16,50,58,71℄. MHR w 3D mo»e by¢ stosowana w ty
h dziedz-ina
h, w który
h obiekt trójwymiarowy opisany jest zbiorem w�zªów (xi, yi, zi) ∈ R3o staªym kroku wspóªrz�dnej xi lub yi,. Metody zaproponowane w tym rozdzialepokazuj¡ mo»liwo±¢ wykorzystania dwuwymiarowej MHR z rozdziaªu 2 w rekonstru-k
ji obrazu trójwymiarowego. Zªo»ono±¢ obli
zeniowa, rz¡d kompresji oraz dokªa-dno±¢ w przypadku 2D i 3D s¡ takie same.



Rozdziaª 4Metodyka konstruowania metodMHR4.1 Budowa operatora u±rednionego na podstawie trze
hoperatorów OHRW rozdziaªa
h 2�3 operator ±redni (2.8) budowany jest na podstawie dwó
h opera-torów OHR. MHR mo»e tak»e opiera¢ si� na operatorze u±rednionym zbudowanymz wi�kszej ilo±
i operatorów OHR (np. trze
h). Dzi�ki temu wykorzystana jest wi�k-sza ilo±
i informa
ji przy odtwarzaniu posz
zególny
h punktów obrazu: na dokªad-niejsz¡ rekonstruk
j� pojedyn
zego punktu za pomo
¡ kilku operatorów OHR mawpªyw wi�
ej informa
ji z wi�kszej li
zby w�zªów ni» w przypadku dwó
h opera-torów OHR danego wymiaru.Kilka operatorów OHR mo»na wykorzysta¢ do budowy operatora u±rednionegow sytua
ji, gdy wyst�puje zbyt maªo w�zªów do budowy operatorów wi�kszego wy-miaru. Na przykªad je»eli dane jest sze±¢, siedem lub osiem w�zªów, to jest to ilo±¢niewystar
zaj¡
a na rekonstruk
j� wszystki
h punktów obrazu za pomo
¡ operato-rów OHR wymiaru 4×4. Nale»y wów
zas wykorzysta¢ operator ±redni zbudowany nadwó
h operatora
h OHR wymiaru 2 × 2 (wtedy operator ±redni korzysta z 
ztere
hkolejny
h w�zªów) lub operator u±redniony zbudowany np. na trze
h operatora
hOHR wymiaru 2 × 2 (wtedy operator u±redniony korzysta z sze±
iu w�zªów). Je»elili
zba w�zªów jest mniejsza od siedemnastu, to jest to ilo±¢ niewystar
zaj¡
a narekonstruk
j� wszystki
h punktów obrazu za pomo
¡ operatorów OHR wymiaru 8×8.Nale»y wów
zas wykorzysta¢ operator ±redni zbudowany na dwó
h operatora
h OHRwymiaru 4 × 4 (wtedy operator ±redni korzysta z o±miu kolejny
h w�zªów) lub ope-rator u±redniony zbudowany np. na trze
h operatora
h OHR wymiaru 4× 4 (wtedyoperator u±redniony korzysta z dwunastu w�zªów).Przykªad budowania operatora u±rednionego na podstawie trze
h opera-torów OHR wymiaru 4 × 4Dana jest pewna ilo±¢ (
o najmniej dwana±
ie) w�zªów (xi, yi), i = 0, 1 . . . n orazstaªy krok wspóªrz�dnej xi wynosi x1 − x0 = x2 − x1 = . . . = xi+1 − xi = h. Nie
hoperator H0 jest zbudowany dla w�zªów o równoodlegªy
h (z krokiem 4h) pierwszy
hwspóªrz�dny
h x0 = a, x3 = a + 4h, x6 = a + 8h, x9 = a + 12h; operator H1 dlaw�zªów o pierwszy
h wspóªrz�dny
h x1 = b, x4 = b+4h, x7 = b+8h, x10 = b+12h;77



78 ROZDZIA� 4. METODYKA KONSTRUOWANIA METOD MHRoperator H2 dla w�zªów o pierwszy
h wspóªrz�dny
h x2 = c, x5 = c + 4h, x8 =
c + 8h, x11 = c + 12h (dla w�zªów o równoodlegªy
h wspóªrz�dny
h yi obli
zenia s¡analogi
zne). Szukane s¡ drugie wspóªrz�dne punktów o pierwszy
h wspóªrz�dny
h
s, s + 4h, s + 8h, s + 12h. Zaªo»enie: s ∈ [a; b].
Rysunek 4.1. Poªo»enie w�zªów po
z¡tkowy
h i pierwszej wspóªrz�dnej s ∈ [a; b]Operator u±redniony H jest posta
i:

H = α · H0 + β · H1 + γ · H2 , (4.1)gdzie:
α =

(

k + h

2h

)2

, β =
m(k + h)

2h2
, γ =

(m

2h

)2
,

α + β + γ = 1 ,
(4.2)o ile:

m + k = h , b − a = c − b = h . (4.2a)Uzasadnienie wzoru (4.1) przy zaªo»enia
h (4.2) i (4.2a) jest o
zywiste. Inneznajduje si� przy wzorze (4.5), który jest przypadkiem ogólniejszym.Uwaga:Przypadki sz
zególne. Li
zby α, β, γ odpowiadaj¡ poªo»eniu li
zby s w przedziale
[a; c]. Je»eli ponadto: m = 0, to s = a (punkt skrajny), k = h i operator u±redniony
H = H0; natomiast je»eli k = 0, to s = b (punkt ±rodkowy), m = h i H =
1
4 · H0 + 1

2 · H1 + 1
4 · H2 = 1

2(H1 + H0+H2

2 ). Z drugiej strony punkt b = (a + c)/2,
zyli punktowi s = b odpowiada operator H0+H2

2 oraz punktowi s = b odpowiadaoperator H1. Ozna
za to, i» operator H0+H2

2 mo»na uto»samia¢ z operatorem H1.Czyli operator u±redniony H dla punktu s = b wedªug wzoru (4.1) wynosi H1.Je»eli s ∈ [b; c], to sytua
ja jest nast�puj¡
a:
Rysunek 4.2. Poªo»enie w�zªów po
z¡tkowy
h i pierwszej wspóªrz�dnej s ∈ [b; c]Operator u±redniony H jest te» posta
i (4.1) z warunkami:

α =

(

k

2h

)2

, β =
k(m + h)

2h2
, γ =

(

m + h

2h

)2

,

α + β + γ = 1 ,

(4.2b)o ile ma miejs
e (4.2a).



4.1. NA PODSTAWIE TRZECH OPERATORÓW OHR 79Uzasadnienie i dla tego przypadku wynika z wzoru (4.5), który jest przypadkiemogólniejszym.Uwaga:Przypadki sz
zególne. Li
zby α, β, γ odpowiadaj¡ poªo»eniu li
zby s w przedziale
[a; c]. Ponadto: je»eli k = 0, to s = c (punkt skrajny), m = h i operator u±redniony
H = H2; natomiast je»eli m = 0, to s = b (punkt ±rodkowy), k = h i H =
1
4 · H0 + 1

2 · H1 + 1
4 · H2 = 1

2 (H1 + H0+H2

2 ).Szukane drugie wspóªrz�dne punktów o pierwszy
h wspóªrz�dny
h s, s + 4h, s +
8h, s + 12h obli
zane s¡ nast�puj¡
o:

[

ys ys+4h ys+8h ys+12h

]T
= H ·

[

s s + 4h s + 8h s + 12h
]T

.Przykªad budowania operatora u±rednionego na podstawie trze
h opera-torów OHR wymiaru 2 × 2Dana jest pewna ilo±¢ (
o najmniej sze±¢) w�zªów (xi, yi), i = 0, 1, . . . , n oraz staªykrok wspóªrz�dnej xi wynosi x1 − x0 = x2 − x1 = . . . = xi+1 − xi = h. Nie
h ope-rator H0 jest zbudowany dla w�zªów o równoodlegªy
h (z krokiem 4h) pierwszy
hwspóªrz�dny
h x0 = a, x3 = a+4h; operator H1 dla w�zªów o pierwszy
h wspóªrz�d-ny
h x1 = b, x4 = b + 4h; operator H2 dla w�zªów o pierwszy
h wspóªrz�dny
h
x2 = c, x5 = c + 4h (dla w�zªów o równoodlegªy
h wspóªrz�dny
h yi obli
zenia s¡analogi
zne). Szukane s¡ drugie wspóªrz�dne punktów o pierwszy
h wspóªrz�dny
h
s, s + 4h.Zaªo»enie: s ∈[a; b℄ (Rys. 4.1). Wów
zas operator u±redniony H jest posta
i (4.1)z warunkami (4.2). Je»eli s ∈ [b; c] (Rys. 4.2), wtedy operator u±redniony H jest tezposta
i (4.1) z warunkami (4.2b).Szukane drugie wspóªrz�dne punktów dla pierwszy
h wspóªrz�dny
h s, s + 4hobli
zane s¡ nast�puj¡
o: [ys ys+4h℄T = H ·

[

s s + 4h
]T .Przykªad budowania operatora u±rednionego na podstawie trze
h opera-torów OHR wymiaru 8 × 8Dana jest pewna ilo±¢ (
o najmniej dwadzie±
ia 
ztery) w�zªów (xi, yi), i = 0, 1, . . . , noraz staªy krok wspóªrz�dnej xi wynosi x1−x0 = x2−x1 = . . . = xi+1−xi = h.Nie
h operator H0 jest zbudowany dla w�zªów o równoodlegªy
h (z krokiem 4h) pier-wszy
h wspóªrz�dny
h x0 = a, x3, x6, x9, x12, x15, x18, x21; operator H1 dla w�zªówo pierwszy
h wspóªrz�dny
h x1 = b, x4, x7, x10, x13, x16, x19, x22; operator H2 dlaw�zªów o pierwszy
h wspóªrz�dny
h x2 = c, x5, x8, x11, x14, x17, x20, x23 (dla w�zªówo równoodlegªy
h wspóªrz�dny
h yi obli
zenia s¡ analogi
zne). Szukane s¡ drugiewspóªrz�dne punktów dla pierwszy
h wspóªrz�dny
h s, s + 4h, s + 8h, s + 12h, s +

16h, s + 20h, s + 24h, s + 28h.Zaªo»enie: s ∈ [a; b] (Rys. 4.1). Wtedy operator u±redniony H jest posta
i (4.1)z warunkami (4.2).Je»eli s ∈ [b; c] (Rys. 4.2), wów
zas operator u±redniony H jest te» posta
i (4.1)z warunkami (4.2b).Szukane drugie wspóªrz�dne punktów o pierwszy
h wspóªrz�dny
h s, s + 4h,
s + 8h, s + 12h, s + 16h, s + 20h, s + 24h, s + 28h obli
zane s¡ nast�puj¡
o:
[

ys ys+4h ys+8h ys+12h ys+16h ys+20h ys+24h ys+28h

]T

= H ·
[

s s + 4h s + 8h s + 12h s + 16h s + 20h s + 24h s + 28h
]T



80 ROZDZIA� 4. METODYKA KONSTRUOWANIA METOD MHRPrzykªad obli
ze« z wykorzystaniem operatora u±rednionego zbudowanego napodstawie trze
h operatorów OHR wymiaru 2× 2. Dane s¡ nast�puj¡
e w�zªy kom-presji (xi, yi), i = 0, 1, . . . , 15 oraz staªy krok wspóªrz�dnej xi wynosi h : x1 − x0 =
x2 − x1 = h = 0.5.

xi 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8
yi 8 6 5,5 5,9 7 4,2 2 3,1 4 2,1 1 0,8 0 2,6 5,7

Rysunek 4.3. W�zªy kompresji (xi, yi) oraz wykres funk
ji interpolowanejDla w�zªów o wspóªrz�dny
h (1; 8) i (3; 7) wyzna
zono operator H0:
H0 =

[

2.900006 1.699999
−1.699999 2.900006

]

.Dla w�zªów o wspóªrz�dny
h (1.5; 6) i (3.5; 4.2) wyzna
zono operator H1:
H1 =

[

1.634484 1.013794
−1.013794 1.634484

]

.Dla w�zªów o wspóªrz�dny
h (2; 5.5) i (4; 2) wyzna
zono operator H2:
H2 =

[

0.950001 0.899999
−0.899999 0.950001

]

.Obli
zenia dla ró»ny
h wielko±
i s ∈ [1; 2] przebiegaj¡ nast�puj¡
o:
s = 1.3,

H =

[

2.192986 1.339793
−1.339793 2.192986

]

, H ·
[

1.3
3.3

]

=

[

7.272199
5.495124

]

;

s = 1.75,
H =

[

1.328557 0.992672
−0.992672 1.328557

]

, H ·
[

1.75
3.75

]

=

[

6.047496
3.244913

]

;
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s = 1.9,

H =

[

1.092708 0.928482
−0.928482 1.092708

]

, H ·
[

1.9
3.9

]

=

[

5.697226
2.497444

]

;

s = 1.15,
H =

[

2.533423 1.507017
−1.507017 2.533423

]

, H ·
[

1.15
3.15

]

=

[

7.660539
6.247212

]

;

s = 1.35,
H =

[

2.085318 1.289776
−1.289776 2.085318

]

, H ·
[

1.35
3.35

]

=

[

7.135928
5.244617

]

.Dziesi�¢ odtworzony
h punktów o pierwszy
h wspóªrz�dny
h z przedziaªów [1; 2]i [3; 4] naniesiono na wykres:

Rysunek 4.4. Zrekonstruowane punkty (zakre±lone) umiesz
zono na wykresie obokw�zªówWniosekZaªo»enie: dla po
z¡tkowy
h w�zªów o pierwszy
h wspóªrz�dny
h x0, x1, . . . , xL−1i staªym kroku h zbudowany
h jest L operatorów OHR odpowiednio H0,H1, . . . ,HL−1.Wów
zas w 
elu obli
zenia drugiej wspóªrz�dnej punktów dla pierwszej wspóªrz�dnej
s ∈ [x0;xL−1] oraz kolejny
h z krokiem 2(L− 1) · h nale»y wyzna
zy¢ wspóª
zynniki
si takie, i» ∑L−1

i=o si = 1. Wspóª
zynniki si s¡ uzale»nione od poªo»enia punktu s wprzedziale [x0;xL−1] i operator u±redniony H =
∑L−1

i=o si · Hi. W przypadku w�zªówo staªym kroku drugiej wspóªrz�dnej odwrotny operator u±redniony równa si�:
H−1 =

L−1
∑

i=o

si · H−1
i .4.2 Budowa operatora u±rednionego na podstawie dowol-nej ilo±
i operatorów OHRW rozdziale 4.1 od
inek [a; c] podzielono na trzy 
z�±
i (Rys.4.1, 4.2) i operatoru±redniony zbudowano jako kombina
j� liniow¡ (wypukª¡) trze
h operatorów OHR



82 ROZDZIA� 4. METODYKA KONSTRUOWANIA METOD MHRo wspóª
zynnika
h α, β, γ: wzory (4.1), (4.2). Natomiast o budowie operatora u±red-nionego na podstawie dowolnej li
zby operatorów OHR mówi wniosek ko«
z¡
yrozdziaª 4.1. Przyj�to zaªo»enia takie jak we wniosku, szukane s¡ wspóª
zynniki
si. Dowolny punkt s le»y w przedziale [x0;xL−1]:

Rysunek 4.5. Poªo»enie dowolnego punktu s w przedziale [x0;xL−1]Punkt s dzieli przedziaª [x0;xL−1] na dwie 
z�±
i w nast�puj¡
y
h propor
ja
h(nowe zna
zenie wspóª
zynników α, β):
α =

xL−1 − s

(L − 1)h
, β =

s − x0

(L − 1)h
,

α + β = 1 .

(4.3)Wspóª
zynniki si odpowiadaj¡
e w�zªom xi dla i = 0, 1, . . . , L − 1 wyzna
zones¡ w sposób nast�puj¡
y dla parametrów α, β (4.3):
si =

(

L − 1

i

)

· αL−1−i · βi , (4.4)gdzie (L−1
i

) jest symbolem Newtona. Wów
zas ∑L−1
i=o si = 1 (4.4), poniewa»

L−1
∑

i=0

(

L − 1

i

)

· αL−1−i · βi = (α + β)L−1 = 1dla wspóª
zynników α, β (4.3). Ozna
za to, i» operator u±redniony H równa si�:
H =

L−1
∑

i=0

(

L − 1

i

)

· αL−1−i · βi · Hi . (4.5)Uzasadnienie wzoru (4.5)Mo»na zapisa¢ (Rys. 4.5):
s =

L−1
∑

i=0

(

L − 1

i

)

· αL−1−i · βi · xidla α, β jak (4.3). Nie
h h ozna
za staªy krok pierwszy
h wspóªrz�dny
h w�zªów:
h = x1 − x0 = x2 − x1 = . . . = xL−1 − xL−2. Je»eli Hi dla i = 0, 1, . . . , L − 1 jestoperatorem zbudowanym dla pierwszego w�zªa o wspóªrz�dnej xi i kolejny
h w�zªówz krokiem 2(L− 1)h, to kolumny ma
ierzy Hi stanowi¡ ortogonalne wektory bazowedla ty
h w�zªów (sªu»¡
y
h do budowy operatora Hi). Je»eli

s =
L−1
∑

i=0

(

L − 1

i

)

· αL−1−i · βi · xi ,
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h za
hodzi taka sama kombina
ja liniowa
L−1
∑

i=0

(

L − 1

i

)

· αL−1−i · βi · Hi .Ozna
za to, i» punktowi s i kolejnym z krokiem 2(L − 1)h odpowiada operator:
H =

L−1
∑

i=0

(

L − 1

i

)

· αL−1−i · βi · Hi .Nie
h f ozna
za liniowe przeksztaª
enie przedziaªu [x0;xL−1] w zbiór operatorówOHR zbudowany
h dla pierwszego w�zªa o wspóªrz�dnej z przedziaªu [x0;xL−1] i kole-jny
h w�zªów z krokiem wspóªrz�dnej 2(L − 1)h, ozna
zony HR(x0;xL−1).
f : [x0;xL−1] → HR(x0;xL−1)Zaªo»enie: przeksztaª
enie f speªnia warunki f(xi) = Hi dla i = 0, 1, . . . , L − 1.Zwªasno±
i liniowo±
i:

f(s) = f(

L−1
∑

i=0

(

L − 1

i

)

· αL−1−i · βi · xi) =

L−1
∑

i=0

(

L − 1

i

)

· αL−1−i · βi · f(xi)

=

L−1
∑

i=0

(

L − 1

i

)

· αL−1−i · βi · Hi . (4.6)Przeksztaª
enie f mo»na zbudowa¢ nast�puj¡
o:
s −→

L−1
∑

i=0

(

L − 1

i

)

· αL−1−i · βi · Hi.Uwaga:Przeksztaª
enie liniowe f jest funk
j¡ wzajemnie jednozna
zn¡, 
zyli ka»demupunktowi przedziaªu [x0;xL−1] odpowiada dokªadnie jeden operator zbioru
HR(x0;xL−1).Metoda MHR odtworzenia brakuj¡
y
h punktów krzywej z wykorzys-taniem operatora u±rednionego zbudowanego na podstawie dowolnej ilo±
ioperatorów OHRZaªo»enie: na wej±
iu dane s¡ punkty 
harakterysty
zne w R2 opisuj¡
e krzyw¡(wybrane przez eksperta)�ekstrema lokalne jednej ze wspóªrz�dny
h oraz punktyznajduj¡
e si� pomi�dzy ekstremami (
o najmniej jeden).Na wyj±
iu obli
zone s¡ brakuj¡
e wspóªrz�dne punktów le»¡
y
h na krzywej: napodstawie wyzna
zony
h punktów mo»liwe jest odtworzenie krzywej.Krok 1Ustalenie wymiaru operatorów OHR: N = 2, 4, 8 oraz ilo±
i operatorów L. Wybórw�zªów po
z¡tkowy
h (xi; yi) ∈ R2 dla i = 0, 1, . . . , L − 1 o staªym kroku h ∈ Rjednej ze wspóªrz�dny
h oraz kolejny
h w�zªów z krokiem 2(L − 1)h:

x0 + 2(L − 1)h, . . . , x0 + 2(N − 1)(L − 1)h, x1 + 2(L − 1)h, . . . ,

x1 + 2(N − 1)(L − 1)h, . . . , xL−1 + 2(L − 1)h, . . . , xL−1 + 2(N − 1)(L − 1)h .



84 ROZDZIA� 4. METODYKA KONSTRUOWANIA METOD MHRW�zªami s¡ ekstrema lokalne wspóªrz�dnej oraz punkty znajduj¡
e si� pomi�dzy nimi(
o najmniej jeden).Krok 2Zbudowanie operatorów Hi (wymiaru N = 2, 4, 8) dla i = 0, 1 . . . , L − 1: operator
Hi zbudowany jest z w�zªów (xk; yk) o kroku pierwszej wspóªrz�dnej 2(L − 1)h dla
k = i, L+ i, 2L+ i, . . . , (N −1)L+ i. W przypadku w�zªów o równoodlegªy
h drugi
hwspóªrz�dny
h nale»y wykorzysta¢ operatory odwrotne do Hi �wzory (2.9), (2.10),(2.11).Krok 3Wybór li
zby s ∈ [x0;xL−1], dla której zostanie wyzna
zona brakuj¡
a wspóªrz�dna.Dla li
zby c nale»y ustali¢ parametry α, β (4.3).Krok 4Budowany jest operator u±redniony:

H =

L−1
∑

i=0

(

L − 1

i

)

· αL−1−i · βi · Hi ,lub odwrotny operator u±redniony:
H−1 =

L−1
∑

i=0

(

L − 1

i

)

· αL−1−i · βi · H−1
i .Krok 5Obli
za si�

Y (S) = H · Sdla
S = [s, s + 2(L − 1)h, . . . , s + 2(N − 1)(L − 1)h]Tw 
elu wyzna
zenia brakuj¡
y
h wspóªrz�dny
h rekonstruowany
h punktów, gdzie:
Y (S) =

[

ys, ys+2(L−1)h, . . . , ys+2(N−1)(L−1)h

]Toraz
ys+jh dla j = 0, 2(L − 1), . . . , 2(N − 1)(L − 1)jest obli
zon¡ drug¡ wspóªrz�dn¡ dla pierwszej wspóªrz�dnej s + j · h. W przypadkuw�zªów o staªym kroku drugiej wspóªrz�dnej obli
za si�:
X(S) = H−1 · S ,gdzie
X(S) =

[

xs, xs+2(L−1)h, . . . , xs+2(N−1)(L−1)h

]Toraz
xs+j·h dla j = 0, 2(L − 1), . . . , 2(N − 1)(L − 1)
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zon¡ pierwsz¡ wspóªrz�dn¡ dla drugiej wspóªrz�dnej s + j · h.UwagaIlo±¢ w�zªów w MHR uzale»niona jest od ilo±
i ekstremów lokalny
h danej krzy-wej. Je»eli punkty 
harakterysty
zne posiadaj¡ staªy krok wspóªrz�dnej xi, to ek-stremum lokalne doty
zy wspóªrz�dnej yi; natomiast je»eli punkty 
harakterysty
zneposiadaj¡ staªy krok wspóªrz�dnej yi, to ekstremum lokalne rozpatrywane jest wzgl�-dem wspóªrz�dnej xi. Im wi�
ej wykres krzywej posiada ekstremów lokalny
h, tymwi�
ej nale»y okre±li¢ w�zªów i tym gorszy jest stopie« kompresji.Wªasno±¢ 4.1Metoda MHR odtworzenia brakuj¡
y
h punktów krzywej z wykorzystaniem ope-ratora u±rednionego zbudowanego na podstawie dowolnej ilo±
i operatorów OHRposiada staª¡ zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ rz�du O(N2).Uzasadnienie: budowanie wi�kszej ilo±
i operatorów OHR w kroku 2 i wykorzys-tanie i
h do konstruk
ji operatora u±rednionego w kroku 4 nie zwi�ksza zªo»ono±
iMHR w porównaniu z jej wersj¡ w rozdziale 2.Przykªady operatorów u±redniony
h wg wzoru (4.5):1. Nie
h L = 3 (jak w rozdziale 4.1). Wów
zas operator u±redniony H wynosi:
H = α2 · H0 + 2αβ · H1 + β2 · H2dla odpowiedni
h parametrów α, β z wzoru (4.3). Jest to wzór identy
znydo (4.1).2. Nie
h L = 4. Wów
zas operator u±redniony H wynosi:

H = α3 · H0 + 3α2β · H1 + 3αβ2 · H2 + β3H3 .3. Nie
h L = 5. Wów
zas operator u±redniony H wynosi:
H = α4 · H0 + 4α3β · H1 + 6α2β2 · H2 + 4αβ3H3 + β4 · H4 .Maj¡
 znaleziony operator u±redniony H wymiaru N × N (N = 2, 4, 8) mo»naobli
zy¢ brakuj¡
e wspóªrz�dne punktów. Dla N = 2 szukane drugie wspóªrz�dnepunktów o pierwszy
h wspóªrz�dny
h s, s + 2(L − 1)h obli
zane s¡ nast�puj¡
o:

[

ys ys+2(L−1)h

]T
= H ·

[

s s + 2(L − 1)h
]T

.Dla N = 4 szukane drugie wspóªrz�dne punktów dla pierwszy
h wspóªrz�dny
h
s, s + 2(L − 1)h, s + 4(L − 1)h, s + 6(L − 1)h obli
zane s¡ nast�puj¡
o:
[

ys ys+2(L−1)h ys+4(L−1)h ys+6(L−1)h

]T

= H ·
[

s s + 2(L − 1)h s + 4(L − 1)h s + 6(L − 1)h
]T

.Dla N = 8 szukane drugie wspóªrz�dne punktów dla pierwszy
h wspóªrz�dny
hw wektorze
S = [s, s + 2(L − 1)h, s + 4(L − 1)h, s + 6(L − 1)h,

s + 8(L − 1)h, s + 10(L − 1)h, s + 12(L − 1)h, s + 14(L − 1)h]
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zane s¡ nast�puj¡
o:
[

ys, ys+2(L−1)h, ys+4(L−1)h, ys+6(L−1)h, ys+8(L−1)h,

ys+10(L−1)h, ys+12(L−1)h, ys+14(L−1)h

]T
= H · ST .Przykªad obli
ze« z wykorzystaniem operatora u±rednionego zbudowanego napodstawie 
ztere
h (L = 4) operatorów OHR wymiaru N = 2. Dane s¡ w�zªykompresji (xi, yi), i = 0, 1, . . . , 15 (Rys.4.3) oraz staªy krok wspóªrz�dnej xi : h = 0.5.Dla w�zªów o wspóªrz�dny
h (1; 8) i (4; 2) wyzna
zono operator H0:

H0 =

[

0.941178 1.764707
−1.764707 0.941178

]

.Dla w�zªów o wspóªrz�dny
h (1.5; 6) i (4.5; 3.1) wyzna
zono operator H1:
H1 =

[

1.02 0.993334
−0.993334 1.02

]

.Dla w�zªów o wspóªrz�dny
h (2; 5.5) i (5; 4) wyzna
zono operator H2:
H2 =

[

1.068965 0.672414
−0.672414 1.068965

]

.Dla w�zªów o wspóªrz�dny
h (2.5; 5.9) i (5.5; 2.1) wyzna
zono operator H3:
H3 =

[

0.720548 0.745206
−0.745206 0.720548

]

.Obli
zenia dla ró»ny
h wielko±
i s ∈ [1; 2.5] przebiegaj¡ nast�puj¡
o:
s = 1.3,

H =

[

0.981948 1.355484
−1.355484 0.981948

]

, H ·
[

1.3
4.3

]

=

[

7.105112
2.460248

]

;

s = 1.75,
H =

[

0.991078 0.938395
−0.938395 0.991078

]

, H ·
[

1.75
4.75

]

=

[

6.191761
3.065428

]

;

s = 1.9,
H =

[

0.971427 0.850469
−0.850469 0.971427

]

, H ·
[

1.9
4.9

]

=

[

6.013008
3.1441

]

;

s = 1.15,
H =

[

0.963561 1.546752
−1.546752 0.963561

]

, H ·
[

1.15
4.15

]

=

[

7.527117
2.220014

]

;

s = 1.35,
H =

[

0.986808 1.297599
−1.297599 0.986808

]

, H ·
[

1.35
4.35

]

=

[

6.976747
2.540855

]

.
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Rysunek 4.6. Zrekonstruowane punkty (zakre±lone) umiesz
zono na wykresie obokw�zªówDziesi�¢ odtworzony
h punktów o pierwszy
h wspóªrz�dny
h z przedziaªów [1; 2.5]i [4; 5.5] naniesiono na wykres:Uwaga: MHR polegaj¡
a na budowaniu operatora u±rednionego z do-wolnej li
zby operatorów OHR pozwala wykorzysta¢ maksymaln¡ li
zb�w�zªów do obli
zenia brakuj¡
y
h wspóªrz�dny
h punktów. Budowa opera-tora u±rednionego na podstawie dowolnej li
zby operatorów OHR umo»liwia rekon-struk
j� punktów obrazu na podstawie wi�kszej ilo±
i w�zªów ni» w przypadku opera-tora ±redniego budowanego z dwó
h operatorów OHR. Dzi�ki temu istnieje mo»liwo±¢wyboru w�zªów pod
zas wyzna
zania operatorów OHR przy niezmienionej zªo»ono±
iobli
zeniowej MHR rz�du O(N2).



Rozdziaª 5Zastosowanie metody MHRw tomogra�i komputerowej5.1 Obrazy tomogra�
zneW rozdziale 1 poruszono zagadnienie zapisu dany
h i rekonstruk
ji obrazu w tomo-gra�i komputerowej (TK). Peªny obraz organu ludzkiego zajmuje na dysku kilka-dziesi¡t (nawet do stu) megabajtów i wa»nym problemem jest mo»liwo±¢ bezstrat-nego skompresowania danego obrazu do pliku o zna
znie mniejszej obj�to±
i. Niestetywi�kszo±¢ bezstratny
h metod kompresji przystosowana jest do obrazów kolorowy
hi mo»e dawa¢ niepo»¡dane wyniki (np. zbyt dªugi 
zas) pod
zas rekonstruk
ji obrazu
zarno-biaªego lub pozwala na niewielk¡ kompresj� w przypadku obrazu 
zarno-biaªego. Pojedyn
zy zeskanowany przekrój fragmentu 
iaªa jest pewn¡ krzyw¡.Grubo±¢ tej krzywej jest nieistotna i MHR pozwala odtworzy¢ dokªadnie konturskanowanego narz¡du 
zªowieka w 
elu zbadania przerostów, zwyrodnie«, guzów,przebyty
h urazów 
zy efektów wykonania zabiegu.Pod
zas badania tomogra�
znego uzyskuje si� przekroje organu ludzkiego (do64 obrazów s¡siaduj¡
y
h ze sob¡ przekrojów badanego 
iaªa) wykonane ze staª¡odlegªo±
i¡ (rz�du kilku milimetrów lub nawet 
o 0,4 mm) skanowanej warstwyod s¡siedniej [18℄. Istotnym zagadnieniem jest jak najdokªadniejsze odtworzenieobrazu znajduj¡
ego si� pomi�dzy badanymi warstwami. W tym 
elu wykorzystujesi� ró»ne metody interpola
ji punktów le»¡
y
h mi�dzy przekrojami na podstawiezebrany
h dany
h ze skanowany
h przekrojów, np. liniow¡ interpola
j� wynikówprojek
ji w punkta
h, przez które nie prze
hodz¡ promienie w danym rzu
ie [18℄.Interpola
ja z u»y
iem funk
ji liniowej mo»e powodowa¢ du»e niedokªadno±
i w od-twarzaniu brakuj¡
y
h punktów obrazu tomogra�
znego.MHR polega na odtworzeniu brakuj¡
y
h pikseli obrazu na podstawie danegozbioru w�zªów kompresji przy wykorzystaniu wektorów bazowy
h, umiesz
zony
hw ma
ierzy operatora OHR. Dyskretne podej±
ie do rekonstruk
ji obrazu kompute-rowego w MHR jest jego zalet¡, poniewa» wykorzystanie dany
h dyskretny
h w MHRobar
zone jest zªo»ono±
i¡ obli
zeniow¡ rz�du O(N2).W trady
yjnej TK dane zbierane s¡ tylko z wybranej warstwy tkanki, dzi�ki
zemu otrzymujemy odwzorowanie warstwy kilkumilimetrowej grubo±
i na pªasz
zy-zn�. Z Rys. 5.1 wynika, i» mono
hromaty
zny model ludzkiego organu skªada si�z pewnej ilo±
i konturów, a ka»dy kontur jest zapami�tany za pomo
¡ zbioru w�zªów.Wa»nym zagadnieniem jest wi�
 szybkie i dokªadne odtworzenie konturu na pod-88



5.1. OBRAZY TOMOGRAFICZNE 89stawie punktów kompresji. Czarno-biaªy obraz z Rys. 5.2 mo»na odtworzy¢ w MHRz wykorzystaniem konturów.
Rysunek 5.1. Przykªadowy organ wewn�trzny 
zªowieka przedstawiony za pomo
¡konturów

Rysunek 5.2. Obraz tomogra�
zny zatok w pªasz
zy¹nie 
zoªowej [18℄

Rysunek 5.3. Fantomy w TK [2℄Fantomy uzyskane w wyniku badania TK pozwalaj¡ na i
h rekonstruk
j� za po-mo
¡ konturów w MHR.Mono
hromaty
zne obrazy tomogra�
zne mo»na zapisa¢ jako zbiór w�zªów kom-



90 ROZDZIA� 5. MHR W TOMOGRAFII KOMPUTEROWEJpresji i dokªadnie odtworzy¢ dzi�ki MHR. MHR pozwala na wysoki stopie« kom-presji (niewielka ilo±¢ w�zªów w porównaniu z ilo±
i¡ pikseli w 
aªym obrazie) orazzapewnia szybk¡ (rz�du O(N2) dla obrazu o wymiara
h N ×N pikseli) i bezstratn¡rekonstruk
j� obrazu binarnego.5.2 Metody rekonstruk
ji obrazu tomogra�
znegoZastosowaniem MHR mo»e by¢ nie tylko badanie wn�trza 
zªowieka (tomogra�a),le
z tak»e analiza wygl¡du zewn�trznego 
zªowieka, jak np. odtwarzanie ksztaªtuko±
i przed wypadkiem i na tej podstawie projektowanie protezy, badanie linii papi-larny
h, porównanie ksztaªtu u
ha, nosa, 
zaszki, rekonstruk
ja twarzy.Wyró»ni¢ nale»y nast�puj¡
e metody rekonstruk
ji obrazu tomogra�
znego [18℄:1. Rekonstruk
ja obrazu przy u»y
iu równolegªego ukªadu projek
yjnego:(a) metoda rekonstruk
yjna z wykorzystaniem splotu i wste
znej projek
ji�podstawowa metoda ze wzgl�du na prostot� implementa
yjn¡, wykorzys-tuj¡
a interpola
j� warto±
i projek
ji (kolor, jasno±¢) w punk
ie, przezktóry nie prze
hodz¡ promienie w danym rzu
ie, na podstawie s¡sied-ni
h linii projek
yjny
h (s¡siedni
h rzutów); MHR tak»e polega na in-terpola
ji punktów na podstawie zarejestrowany
h w�zªów, le
z w przy-padku odtwarzania konturu 
zarno-biaªego 
e
huje si� mniejsz¡ zªo»ono±-
i¡ obli
zeniow¡ i mniejsz¡ zaj�to±
i¡ pami�
i (kolor i jasno±¢ nie s¡ branepod uwag�);(b) metoda rekonstruk
yjna z wykorzystaniem �ltra
ji i wste
znej projek
ji�jej zªo»ono±¢ obli
zeniowa wynosi O(N2 log2 N) przy odtwarzaniu obrazuzªo»onego z N2 pikseli; odtworzenie mono
hromaty
znego obrazu za po-mo
¡ MHR obar
zone jest zªo»ono±
i¡ obli
zeniow¡ rz�du O(N2): MHRma mniejsz¡ zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ ni» wste
zna projek
ja z �ltra
j¡;(
) metoda rekonstruk
yjna z inwersj¡ fourierowsk¡�oparta na dwuwymia-rowej transforma
ie Fouriera.2. Rekonstruk
ja obrazu przy u»y
iu ukªadu projek
yjnego z wi¡zk¡ uformowan¡w wa
hlarz:(a) metoda rekonstruk
yjna z przesortowaniem�wyszukuje si� spo±ród wszy-stki
h dokonany
h projek
ji taki
h promieni, które odpowiadaªyby prze-biegiem hipotety
znym promieniom równolegªym (przesortowanie proje-k
ji), a nast�pnie u»ywa si� metody sformuªowanej dla równolegªego uk-ªadu projek
yjnego;(b) metoda z bezpo±rednim u»y
iem projek
ji wa
hlarzowy
h�wykorzystanajest przeksztaª
ona metoda rekonstruk
yjna pierwotnie sformuªowana dlarównolegªego ukªadu projek
yjnego (u»y
ie zwi¡zków trygonometry
zny
hdla ró»ny
h ukªadów projek
yjny
h).



5.2. METODY REKONSTRUKCJI OBRAZU TOMOGRAFICZNEGO 913. Rekonstruk
ja obrazu w tomogra�i spiralnej:(a) algorytm rekonstruk
yjny 360◦ LI (dla pojedyn
zego przekroju)�dzi�kizastosowaniu odpowiedniej formuªy interpola
ji liniowej mo»liwe jest uzy-skanie na podstawie pomiarów projek
ji wa
hlarzowy
h, a nast�pnie u»y-wa si� metody sformuªowanej dla wa
hlarzowego ukªadu projek
yjnego;(b) algorytm rekonstruk
yjny 180◦ LI (dla pojedyn
zego przekroju)�proje-k
je wykonane s¡ w spiralnym ukªadzie projek
yjnym, po odpowiedniejinterpola
ji projek
ji uzyskuje si� projek
je wa
hlarzowe;(
) algorytm rekonstruk
yjny ex-180◦ LI�wersja dla wielu przekrojów;(d) algorytm Feldkampa�wi¡zka promieniowania uformowana jest w sto»ek,algorytm ten stanowi rozwini�
ie rekonstruk
ji dla wi¡zki wa
hlarzowej;(e) algorytm z zaawansowanym sortowaniem dla pojedyn
zej warstwy(ASSR)�metoda 
e
huje si� du»¡ zªo»ono±
i¡ obli
zeniow¡.4. Algebrai
zne te
hniki rekonstruk
yjne (ART):(a) podstawowy algorytm ART�polega on na itera
yjnym rozwi¡zywaniuukªadu równa« opisuj¡
ym z u»y
iem funk
ji bazowy
h posz
zególne pa-rametry obrazu (S. Kramarz 1937) [57℄;(b) algorytm ART z zastosowaniem relaksa
ji�do podstawowej formuªy ite-ra
yjnej wprowadza si� dodatkowy parametr;(
) 
haoty
zny algorytm rekonstruk
yjny ART�w ka»dym kroku itera
ji wy-korzystany jest inny zestaw dany
h, wybór ten jest losowy.Wad¡ metod wymieniony
h w punkta
h 1�4 jest i
h du»a zªo»ono±¢ obli
zeniowarz�du 
o najmniej O(N2 log2 N) przy odtwarzaniu obrazu zªo»onego z N2 pikseli.MHR jest rz�du O(N2). W metoda
h z punktów 1�3 stosuje si� interpola
j� lubaproksyma
j� odpowiedni
h dany
h, 
o powoduje bª�dy w odtwarzany
h informa-
ja
h. MHR opiera si� na interpola
ji o wysokiej dokªadno±
i. Natomiast itera
yjnemetody ART s¡ wolniejsze od metod anality
zny
h, do jaki
h nale»y zali
zy¢ MHR.MHR posiada 
e
hy niektóry
h z metod wspomniany
h w punkta
h 1�4: opierasi� na interpola
ji dany
h (jak metody z punktów 1�3) i wykorzystuje elementybazowe (ortogonalne wektory bazowe), tak jak metody ART, przy rekonstruk
jimono
hromaty
znego konturu badanego obiektu. Nowo±
i¡ MHR w porównaniuz metodami wymienionymi jest jej podej±
ie anality
zne, polegaj¡
e na zbudowa-niu modelu matematy
znego opisuj¡
ego obiekt na podstawie wybrany
h punktów
harakterysty
zny
h. Jest to wa»na 
e
ha metody, wpªywaj¡
a na prostot� algo-rytmu oraz na zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ i pami�
iow¡. Na podstawie serii równolegªy
h,dwuwymiarowy
h obrazów (konturów otrzymany
h w MHR) mo»liwe jest zrekon-struowanie obrazu przestrzennego [107℄:UwagaAnality
zno±¢ MHR w poª¡
zeniu z dobr¡ dokªadno±
i¡ interpolowany
h dany
h przywykorzystaniu ortogonalnej bazy i zªo»ono±
i obli
zeniowej rz�du O(N2) sprawia, i»MHR stanowi nowe podej±
ie do zagadnienia rekonstruk
ji obrazu tomogra�
znego.Mesh modelling (budowanie przestrzennej siatki na podstawie w�zªów) [7℄ jest in-nym sposobem rekonstruk
ji obrazu 3D ni» nakªadanie konturów przedstawiaj¡
y
h
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Rysunek 5.4. Metoda rekonstruk
ji obrazu 3D na podstawie szeregu równolegªy
hobrazów 2Dposz
zególne przekroje organu (Rys. 5.1). W MHR przeksztaª
eniom geometry
znym(przesuni�
ie, skalowanie�powi�kszenie lub pomniejszenie, obrót o k¡ty k · π/2)ulega nie 
aªy kontur, le
z tylko punkty 
harakterysty
zne, a nast�pnie na podstawienowy
h w�zªów odtwarzany jest kontur po przeksztaª
eniu. Wa»n¡ 
e
h¡ MHR jestfakt, i» przy zna
znej ilo±
i w�zªów nie ma potrzeby posªugiwania si� jednym du»ymoperatorem globalnym, le
z dziaªa si� na operatora
h lokalny
h oparty
h na kilkulub kilkunastu w�zªa
h. Olbrzymi¡ zalet¡ jest fakt, i» ma
ierz operatora OHR jestortogonalna. Zapewnia to stabilno±¢ i dokªadno±¢ obli
ze«. Operator dyskretnydobrze nadaje si� do obli
ze« komputerowy
h. Wa»n¡ zalet¡ MHR jest mo»liwo±¢wykorzystania go przy aproksyma
ji lub interpola
ji funk
ji [102℄. Niektóre metodyaproksyma
ji lub interpola
ji (np. interpola
ja Newtona) nie radz¡ sobie z funk
-jami, które nie s¡ ró»ni
zkowalne w jakim± punk
ie danego przedziaªu [34℄, [25℄,[85℄, np. f(x) = |x| lub z funk
jami, który
h wykres zna
znie ró»ni si� od wielo-mianu interpoluj¡
ego, np. y = 1/x. Operator OHR nie sprawia taki
h kªopotów(w przykªadowej literze �W� z Rys. 2.27, która przedstawia wykres pewnej funk
ji
i¡gªej, s¡ trzy punkty, w który
h nie istnieje po
hodna). Zªo»ono±¢ obli
ze« z u»y-
iem MHR rz�du O(N2) jest mniejsza ni» wielu klasy
zny
h metod interpola
ji 
zyaproksyma
ji, np. utworzony na dwudziestu jeden w�zªa
h wielomian algebrai
znymo»e by¢ stopnia dwudziestego i wtedy nale»y wykona¢ 
o najmniej dwadzie±
iamno»e« dla obli
zenia warto±
i w pewnym punk
ie. Natomiast maj¡
 znalezionedwa operatory OHR o wymiara
h 8× 8 dla kolejny
h szesnastu w�zªów wykonuje si�±rednio jedena±
ie mno»e« dla obli
zenia pojedyn
zej warto±
i. Przeksztaª
enie zapomo
¡ operatora OHR jest przeksztaª
eniem liniowym, 
o zapewnia maª¡ zªo»ono±¢obli
zeniow¡ rz�du O(N2).Innym sposobem podej±
ia do zagadnienia rekonstruk
ji obrazu tomogra�
znegojest odtworzenie konturu za pomo
¡ wielok¡tów, a nast�pnie zbudowanie obrazutrójwymiarowego zªo»onego z wielo±
ianów [98℄. Jednak taka metoda mo»e spowo-dowa¢ bª¡d aproksyma
ji konturu i obrazu 3D (Rys. 5.5).Metoda MHR rekonstruk
ji pªaskiego konturu obrazu oparta jest na zaªo»eniu,i» punkty 
harakterysty
zne�w�zªy interpola
ji� (xi, yi) dla i = 0, 1, . . . , n posia-daj¡ staªy krok h/2 = xi+1 − xi wspóªrz�dnej xi lub staªy krok h/2 = yi+1 − yiwspóªrz�dnej yi dla pojedyn
zej 
z�±
i konturu. W trak
ie badania tomogra�
znegootrzymuje si� szereg przekrojów w pªasz
zy¹nie XY jako zbiór punktów o wspóªrz�d-ny
h (x, y, zi) dla i-tego przekroju. Je»eli ustalona zostanie dla wszystki
h warstwwspóªrz�dna y = 
onst., to dla danej wspóªrz�dnej y mo»na mówi¢ o w�zªa
h (xi, zi)ze staªym krokiem h/2 = zi+1 − zi dla kolejny
h przekrojów. Wów
zas dla w�zªów
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Rysunek 5.5. Kontur odtworzony za pomo
¡ wielok¡ta i model 3D zbudowany z wie-lo±
ianów [98℄
(xi, zi) ze staªym krokiem h/2 = zi+1 − zi metoda MHR pozwala na rekonstruk
j�konturu w pªasz
zy¹nie XZ dla ustalonego y. Równie» je»eli ustalona zostanie dlawszystki
h warstw wspóªrz�dna x = 
onst., to dla danej wspóªrz�dnej x mo»na mówi¢o w�zªa
h (yi, zi) ze staªym krokiem h/2 = zi+1−zi dla kolejny
h przekrojów. Wów-
zas dla w�zªów (yi, zi) ze staªym krokiem h/2 = zi+1 − zi metoda MHR pozwalana rekonstruk
j� konturu w pªasz
zy¹nie YZ dla ustalonego x. Istnieje wi�
 mo»li-wo±¢ interpola
ji konturu badanego organu w pªasz
zyzna
h dla ustalonego x albo
y. Zbiór zrekonstruowany
h konturów w pªasz
zyzna
h XZ oraz YZ przedstawitrójwymiarowy obraz badanego organu (Rys. 5.1). Rys. 5.6 przedstawia fragmentukªadu kostnego odtworzony za pomo
¡ konturów w ró»ny
h pªasz
zyzna
h.

Rysunek 5.6. Kr¡g ludzki zrekonstruowany na podstawie badania tomogra�
znego[107℄



94 ROZDZIA� 5. MHR W TOMOGRAFII KOMPUTEROWEJDyskretny operator OHR jest efektywnym i prostym narz�dziem do odtworze-nia (dekompresji) krzywej na pªasz
zy¹nie kartezja«skiej (konturu, ksztaªtu obiektu)na podstawie pewnej ilo±
i równoodlegªy
h punktów przykªadowy
h (w�zªów kom-presji). W sz
zególno±
i operator OHR mo»e sªu»y¢ do wyzna
zania warto±
i niez-nanej funk
ji pomi�dzy danymi w�zªami o staªym kroku argumentu.5.3 Przeksztaª
enia obrazów tomogra�
zny
hWa»nym zagadnieniem jest zastosowanie operatorów odwrotny
h w przypadku, gdykrzywa (lub jej fragment) opisana jest za pomo
¡ w�zªów (xi, yi) o staªym krokuwspóªrz�dnej yi ∈ R (yi ∈ N w przypadku obrazu komputerowego o wspóªrz�d-ny
h naturalny
h). Kontury zaokr¡glone, owalne (np. fragment ludzkiego organulub ko±
i, litery pisane) odtworzone zostan¡ za pomo
¡ MHR. Przykªad obli
ze«dla pikseli w�zªowy
h (xi, yi) ∈ N2 dla i = 0, 1, . . . , 8 ze staªym krokiem drugiejwspóªrz�dnej h/2 = 50 dla fragmentu obrazu:x 40 20 10 4 0 4 10 20 40y 0 50 100 150 200 250 300 350 400

Rysunek 5.7. Fragment krzywej ze staªym krokiem wspóªrz�dnej yiW przypadku staªego kroku wspóªrz�dnej yi u»yty jest operator odwrotny:
x = M−1 · y dla M−1 = w0 · I − W (2.7), (2.11) w 
elu wyzna
zenia brakuj¡-
y
h pikseli konturu1 z Rys. 5.7. Operator odwrotny do M ozna
zany tutaj przez
A jest dany przez A = w0 · I − W , gdy» M−1 = A, za± M−1

1 = A1. Przykªadowyoperator ±redni wynosi A2 = 0.5 · A + 0.5 · A1 dla y = 25, 125, 225, 325 oraz ope-rator ±redni A=
2 0.8 · A + 0.2 · A1 dla y = 10, 110, 210, 310. Zrekonstruowane pikseleumiesz
zono na wykresie (obli
zone wspóªrz�dne x zaokr¡glono do najbli»szej li
zbynaturalnej), przedstawionym na Rys. 5.8.Pozostaªe fragmenty konturu zostan¡ odtworzone analogi
znie. Warto podkre±li¢,»e im mniejszy jest przedziaª zawieraj¡
y wspóªrz�dne w�zªów o staªym kroku, tymobli
zenia brakuj¡
y
h wspóªrz�dny
h punktów s¡ dokªadniejsze. W rozdziale 2.3bª�dy ±redniokwadratowe nie wynikaªy z niedoskonaªo±
i metody, le
z z zaokr¡gleniaobli
ze« w programie MathCad. Jakie wyniki da MHR dla linii pionowej? Poni»ej1Przykªad litery �W� z Rys. 2.27 stanowi wykres funk
ji 
i¡gªej na 
aªym przedziale argumentów,gdy» znaleziono brakuj¡
e warto±
i rze
zywiste funk
ji dla dowolny
h rze
zywisty
h argumentów



5.3. PRZEKSZTA�CENIA OBRAZÓW TOMOGRAFICZNYCH 95x 40 20 10 4 0 4 10 20 40y 0 50 100 150 200 250 300 350 400x 31 7 1 14 37 9 0 11y 25 125 225 325 10 110 210 310

Rysunek 5.8. Punkty znalezione za pomo
¡ operatora odwrotnegozastosowany zostanie operator odwrotny na przykªadzie litery �M�, któr¡ opisuj¡punkty w R2 przedstawione na Rys. 5.9.x 1 1 1 1 1 1 1 1 2 3 4 5 5y 0 1 2 3 4 5 6 7 5 3 5 7 6x 5 5 5 5 5 5 1.5 2.5 3.5 4.5y 5 4 3 2 1 0 6 4 4 6

Rysunek 5.9. Przykªad krzywej zªo»onej z trze
h 
z�±
iLitera �M� rozdzielona jest na trzy 
z�±
i: osobno dwa od
inki pionowe (dlani
h zostanie zastosowany operator odwrotny, poniewa» nie przedstawiaj¡ wykresufunk
ji) oraz 
z�±¢ ±rodkowa.Jak odtworzy¢ inne punkty dla x = 1? Znalezione s¡ dwa operatory M i M1(ka»dy operator dla 
ztere
h w�zªów o elementa
h rze
zywisty
h): xT = [1, 1, 1, 1],
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yT = [0, 2, 4, 6]

M =









2.999998 0 −1.999994 −1.000004
0 2.999998 1.000004 −1.999994

1.999994 −1.000004 2.999998 0
1.000004 1.999994 0 2.999998









,Mx =









0
2.000008
3.999988
5.999996







Operator odwrotny do M : A = w0 · I − W (2.7).
A =









0.214286 0 0.142857 0.071429
0 0.214286 −0.071429 0.142857

−0.142857 0.071429 0.214286 0
−0.071429 −0.142857 0 0.214286









,Ay =









1.000002
0.999998
1.000002
1.000002







Bª¡d ±redniokwadratowy dla obli
zony
h w�zªów wynosi (A · y −x)T · (A ·y −x) =
1.6 ·10−11

√

1.6 · 1011/4 = 2 ·10−6 (bª¡d przybli»enia w programie MathCad). Drugioperator: xT = [1, 1, 1, 1], yT = [1, 3, 5, 7]

M1 =









4.000004 0 −2.000002 −1.000001
0 4.000004 1.000001 −2.000002

2.000002 −1.000001 4.000004 0
1.000001 2.000002 0 4.000004









,M1x =









1.000001
3.000003
5.000005
7.000007









,

A1 =









0.190476 0 0.095238 0.047619
0 0.190476 −0.047619 0.095238

−0.095238 0.047619 0.190476 0
−0.047619 −0.095238 0 0.190476









,A1y =









0.999999
0.999999
0.999999
0.999999









.Przykªad 5.1. Obli
zono pierwsze wspóªrz�dne dla wektora drugi
h wspóªrz�dny
h
y ∈ R4: Operator ±redni A2 = (A + A1)/2:
A2 =









0.202381 0 0.119048 0.059524
0 0.202381 −0.059524 0.119048

−0.119048 0.059524 0.202381 0
−0.059524 −0.119048 0 0.202381









,A2y =









1.02381
1.011903
1.000001
0.988096









.Przykªad 5.2. Nie
h wtedy operator A2 = (3 · A + A1)/4:
A2 =









0.208224 0 0.130952 0.065477
0 0.208224 −0.065477 0.130952

−0.130952 0.065477 0.208224 0
−0.065477 −0.130952 0 0.208224









,A2x =









1.017859
1.008927
1.000001
0.991073









.Wyli
zone punkty z przykªadów 5.1 i 5.2 zazna
zono na wykresie (Rys. 5.10).Tak wi�
 ka»dy kontur obiektu, stanowi¡
y pewn¡ krzyw¡, nale»y podzieli¢ nakilka 
z�±
i tak, »eby ka»da 
z�±¢ byªa odtworzona dzi�ki operatorom lokalnym zbu-dowanym dla w�zªów o pierwszy
h wspóªrz�dny
h ze staªym krokiem (przykªady2.1�2.8) albo dla w�zªów o drugi
h wspóªrz�dny
h ze staªym krokiem (przykªady5.1�5.2).Istotnym zagadnieniem w transforma
ji obrazu s¡ przeksztaª
enia geometry
zne(przesuni�
ie, obrót, skalowanie). MHR wymaga jedynie przeksztaª
enia w�zªówi potem na i
h podstawie mo»liwe jest odtworzenie 
aªego obiektu po przesuni�
iu,
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Rysunek 5.10. Punkty znalezione na linii pionowejobro
ie o k¡ty k · π/2 
zy wyskalowaniu. Ka»dy punkt o wspóªrz�dny
h (x, y) ∈ R2mo»na obró
i¢ o k¡t α wzgl�dem punktu (0,0) wg wzoru:
[x, y] ·

[

cos(α) sin(α)
− sin(α) cos(α)

]

.Np. w�zªy z Rys. 6.3 po obro
ie o k¡t π b�d¡ przedstawiaªy nast�puj¡
y kontur:x -10 -20 -30 -40 -50 -60 -70 -80 -90y -80 -40 0 -20 -40 -20 0 -40 -80

Rysunek 5.11. Punkty 
harakterysty
zne po obro
ie o k¡t πOdtworzenie konturu na podstawie przeksztaª
ony
h w�zªów 
e
huje si� tak¡sam¡ zªo»ono±
i¡ obli
zeniow¡ jak odtworzenie konturu przed przeksztaª
eniemw�zªów.Przesuni�
ie o wektor (s, t) ∈ R2 polega na obli
zeniu nowy
h w�zªów (x, y) +
(s, t), wynik przedstawia Rys. 5.13.Skalowanie polega na przemno»eniu x lub y przez pewn¡ li
zb� rze
zywist¡. Np.dwukrotne powi�kszenie ka»dej wspóªrz�dnej daje wynik przedstawiony na Rys. 5.14.Kontury wymagaj¡ podziaªu na 
z�±
i. Przykªadowe w�zªy kompresji w R2i zarysy krzywy
h, na który
h nale»y znale¹¢ dowolny punkt po dekompresji, znaj-duj¡ si� na Rys. 5.15�5.17.Przykªad przeksztaª
enia konturu opisanego zbiorami w�zªów B1 i B2 o elemen-ta
h rze
zywisty
h.
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Rysunek 5.12. Krzywa po obro
ie o k¡t πx 25 35 45 55 65 75 85 95 105y 90 50 10 30 50 30 10 50 90

Rysunek 5.13. W�zªy z Rys. 6.3 przesuni�te o wektor (s, t) = (15, 10)x 20 40 60 80 100 120 140 160 180y 160 80 0 40 80 40 0 80 160

Rysunek 5.14. W�zªy z Rys. 6.3 wyskalowane ×2
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Rysunek 5.15. Zbiory w�zªów ze staªym krokiem pierwszej wspóªrz�dnej poª¡
zonewykresem

Rysunek 5.16. Zbiory w�zªów ze staªym krokiem drugiej wspóªrz�dnej poª¡
zonewykresem

Rysunek 5.17. Caªy ksztaªt obiektu na podstawie wszystki
h w�zªów z Rys.5.15, 5.16
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eniom podlegaj¡ zbiory w�zªów, a nast�pnie dla nowy
h w�zªów sto-suje si� MHR. Przykªadowe przeksztaª
enie jest zªo»eniem obrotu o k¡t 180◦ wzgl�-dem punktu (0,0), przesuni�
ia o wektor (3,7) i wyskalowaniu wspóªrz�dnej x przez1.5, a wspóªrz�dnej y przez 3.
B1= x 10 20 30 40 50 60 70 80 90y 80 40 0 20 40 20 0 40 80 B2= x 10 30 50 70 90y 80 80 80 80 80

Rysunek 5.18. Figura przed przeksztaª
eniem
B1= x -10 -20 -30 -40 -50 -60 -70 -80 -90y -80 -40 0 -20 -40 -20 0 -40 -80

B2= x -10 -30 -50 -70 -90y -80 -80 -80 -80 -80Rysunek 5.19. Figura po obro
ie o k¡t 180◦ wzgl�dem punktu (0,0)UwagaOperator OHR dla w�zªów o wspóªrz�dny
h ze zmienionymi znakami pozostaje takisam, nie trzeba wi�
 wyzna
za¢ nowego operatora po obro
ie �gury o k¡t 180◦. Poobro
ie �gury o k¡t 90◦ lub 270◦ nast¡pi zamiana wspóªrz�dny
h (ze zmian¡ znakuprzy x albo y), nale»y zatem obli
zy¢ operator odwrotny. Wspóª
zynniki wi (2.4)�(2.6) nie ulegn¡ zmianie, 
o mo»na wykorzysta¢ w obli
zenia
h (2.7).
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iu w�zªów o wektor nale»y wyzna
zy¢ nowy operator OHR w 
elu od-tworzenia punktów konturu.UwagaPo wyskalowaniu wspóªrz�dny
h przez tak¡ sam¡ li
zb� rze
zywist¡ operator OHRpozostaje bez zmian. Natomiast je»eli wszystkie wspóªrz�dne x pomno»ymy przezjedn¡ li
zb� rze
zywist¡, a wspóªrz�dne y przez inn¡ li
zb� rze
zywist¡, to nale»ywyzna
zy¢ nowy operator OHR dla nowy
h w�zªów o wspóªrz�dny
h rze
zywisty
h.
B1= x -7 -17 -27 -37 -47 -57 -67 -77 -87y -73 -33 7 -13 -33 -13 7 -33 -73

B2= x -7 -27 -47 -67 -87y -73 -73 -73 -73 -73Rysunek 5.20. Figura po przesuni�
iu o wektor (3,7)
B1= x -10.5 -25.5 -40.5 -55.5 -70.5 -85.5 -100.5 -115.5 -130.5y -219 -99 21 -39 -99 -39 21 -99 -219

B2= x -10.5 -40.5 -70.5 -100.5 -130.5y -219 -219 -219 -219 -219

Rysunek 5.21. Figura po wyskalowaniu wspóªrz�dnej x przez 1.5, a wspóªrz�dnej
y przez 3



102 ROZDZIA� 5. MHR W TOMOGRAFII KOMPUTEROWEJ5.4 Kompresja obrazów medy
zny
hStaty
zne obrazy medy
zne wymagaj¡ kompresji ze wzgl�du na du»e rozmiary plików(nawet do 100MB). Wykorzystywane s¡ w tym 
elu metody kompresji stosowane dlanaturalny
h obrazów kolorowy
h: RLE, JPEG, JPEG-LS, JPEG2000, PNG, CALIC.W przypadku obrazów medy
zny
h (obrazy tomogra�i komputerowej, obrazy rezo-nansu magnety
znego, obrazy ultrasonogra�
zne, obrazy rentgenowskie) najlepszystopie« kompresji przy u»y
iu wspomniany
h metod wynosi 25% (plik zmniejszonyo 75%), najgorszy to 66% (plik zmniejszony o 34%) [101℄. W rozdziale 6 omówionometody stratnej i bezstratnej kompresji obrazu oraz porównano z metod¡ MHR.Obrazy medy
zne wymagaj¡ bezstratnej dekompresji. Bezstratne metody znaj-duj¡ zastosowanie w medy
zny
h systema
h skªadowania i transmisji obrazów PACS(Pi
ture Ar
hiving and Communi
ation System). Brak jest algorytmów kompresjiobrazów stosowany
h wyª¡
znie do obrazów medy
zny
h. W wyniku wspóªpra
yACR (Ameri
an College of Radiology) oraz NEMA (National Ele
tri
al Manufa
-tures Asso
iation) okre±lono standard zapisu obrazów medy
zny
h w formie 
yfrowejDICOM (Digital Imaging and Communi
ation in Medi
ine). Istnienie wspólnejplatformy programowej umo»liwia, przynajmniej teorety
znie, wspóªpra
� urz¡dze«ró»ny
h produ
entów stosuj¡
y
h doty
h
zas wªasne, wzajemnie niekompatybilnerozwi¡zania [101℄.Po±ród obrazów tomogra�
zny
h mo»na wyró»ni¢ obrazy klasy kontur. Dlatakiej klasy obrazów medy
zny
h zasadne jest u»y
ie metody MHR, pozwalaj¡
ej naodpowiedni¡ dokªadno±¢ rekonstruk
ji (rozdziaª 2.2.3) przy stopniu kompresji lep-szym ni» 25% i nie gorszej zªo»ono±
i obli
zeniowej ni» metody obe
nie stosowane.W przypadku, gdy diagnoza lekarska wymaga jedynie zbadania poªo»enia, ksztaªtui wielko±
i danego organu 
zy fragmentu 
iaªa ludzkiego (np. ksztaªt ko±
i, wielko±¢guza, poªo»enie naro±li 
zy zwyrodnienia), mo»liwe jest wykorzystanie zrekonstru-owany
h metod¡ MHR obrazów mono
hromaty
zny
h (bez od
ieni szaro±
i). Przy-kªadem wykorzystania MHR mog¡ by¢ fantomy u»ywane w TK (Rys. 5.3).

Rysunek 5.22. Fantom z zazna
zonymi w�zªami kompresjiObraz (Rys. 5.22) o wymiara
h 256 × 256 pikseli zostaª opisany za pomo
¡ 310w�zªów, 
o ozna
za kompresj� 0,5% (310/65536). Wów
zas oryginalny plik jestzmniejszony o 99,5%. Przy wi�kszy
h rozmiara
h fantomu stopie« kompresji jest
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ze lepszy. Inny przykªad to kompresja obrazu tomogra�
znego z Rys. 5.2.

Rysunek 5.23. Obraz tomogra�
zny z zazna
zonymi w�zªami kompresjiObraz (Rys. 5.23) o wymiara
h 256 × 256 pikseli zostaª opisany za pomo
¡ 625w�zªów, 
o ozna
za kompresj� 1% (625/65536). Wów
zas oryginalny plik jest zmniej-szony o 99%. Przy wi�kszy
h rozmiara
h obrazu stopie« kompresji jest jesz
ze lepszy.Stopie« kompresji dla metod bezstratny
h w przypadku obrazów z Rys. 5.22 i 5.23mo»na porówna¢ w tabeli: Kompresja obrazów medy
zny
hmetody kompresji:RLE, JPEG, JPEG-LS 25%-66%JPEG2000, PNG, CALICmetoda MHR 0,5%-1%(obrazy klasy kontur)Tabli
a 5.1. Porównanie stopnia kompresji obrazów medy
zny
h klasy kontur dlaogólnie stosowany
h metod kompresji i metody MHRNa Rys. 5.24 opisano za pomo
¡ w�zªów ko±¢ i fragment ko«
zyny.Przykªady mono
hromaty
zny
h obrazów medy
zny
h, które mo»na zrekonstru-owa¢ za pomo
¡ konturów metod¡ MHR pokazano na Rys. 5.25 (zdj�
ia po
hodz¡ zestrony www.gfmer.
h�Geneva Foundation for Medi
al Edu
ation and Resear
h).Metoda MHR pozwala na kompresj� rz�du 1% (lub nawet lepsz¡) 
zarno-bia-ªy
h�ogólnie mono
hromaty
zny
h�obrazów medy
zny
h z du»¡ dokªadno±
i¡(rozdziaª 2.2.3) uzale»nion¡ od wyboru w�zªów. Wów
zas oryginalny plik jest zmniej-szony o 99%. Punktowe odtwarzanie krzywej (piksel po pikselu) za pomo
¡ or-togonalnego, liniowego operatora OHR powoduje, i» MHR jest metod¡ bezstratn¡o zªo»ono±
i obli
zeniowej rz�du O(N2) i zapewniaj¡
¡ wysoki stopie« kompresji.Metody bezstratnej kompresji maj¡ zastosowanie w medy
ynie i ty
h dziaªa
h prze-mysªu (tomogra�a pro
esowa), w który
h informa
je musz¡ by¢ odtworzone dokªad-nie. Szybkie i dokªadne odtworzenie obrazu ma wielkie zna
zenie w tomogra�i kom-



104 ROZDZIA� 5. MHR W TOMOGRAFII KOMPUTEROWEJputerowej, gdzie przestrzenny model badanego organu 
zªowieka jest budowany napodstawie kolejny
h przekrojów skanowania. Przekroje te mog¡ by¢ zapami�tanei odtworzone na podstawie zbioru w�zªów kompresji za pomo
¡ MHR.

Rysunek 5.24. Punkty kompresji opisuj¡
e ko±¢ i fragment ko«
zyny

Rysunek 5.25. Medy
zne zdj�
ia 
zarno-biaªe, które mo»na skompresowa¢ i odtwo-rzy¢ metod¡ MHR.



Rozdziaª 6Porównanie metody MHR zinnymi metodami kompresjiMetod� kompresji MHR mo»na zali
zy¢ do kompresji poprzez modelowanie matema-ty
zne, [117℄. Sposób podej±
ia do kompresji dany
h typu (xi, yi) ∈ R2 w modelowa-niu matematy
znym polega na znalezieniu pewnej zale»no±
i matematy
znej mi�dzywszystkimi wspóªrz�dnymi xi oraz yi. Tak¡ zale»no±
i¡ mo»e by¢ np. wzór funk
ji.W MHR warto±
i wspóªrz�dny
h w�zªów powi¡zane s¡ ze sob¡ operatorem OHR idzi�ki dziaªaniom na odpowiednim operatorze OHR mo»liwe jest odtworzenie braku-j¡
y
h dany
h rze
zywisty
h. Na przykªad funk
ji liniowej f(x) = c · x odpowiadama
ierz c · IN jako operator OHR.Kompresja dany
h doty
zy informa
ji tekstowy
h, d¹wi�ku (mowy, muzyki), o-brazu (zdj�
ia, gra�ka), �lmu, [108℄. Ka»dy typ dany
h korzysta z okre±lony
h metodkompresji, najlepiej przystosowany
h do dziaªania na spe
y�
zny
h typa
h plików.W tym rozdziale dokonano przegl¡du metod kompresji obrazu w kontek±
ie dziaªaniaMHR.Metody kompresji stratnej posiadaj¡ niewielk¡ zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ i pozwalaj¡na wysoki stopie« kompresji, jednak ze wzgl�du na brak mo»liwo±
i dokªadnego od-tworzenia dany
h nie mog¡ by¢ u»yte w wielu przypadka
h. Natomiast metodykompresji bezstratnej [76℄ 
z�sto nie s¡ wykorzystywane z powodu du»ej zªo»ono±
iobli
zeniowej lub niewystar
zaj¡
ego rz�du kompresji.6.1 Metody stratneMetody stratnej kompresji s¡ niedopusz
zalne do wykorzystania w ty
h zagadnie-nia
h, w który
h obraz musi by¢ zrekonstruowany bardzo wiernie. W medy
ynie(gdzie li
zy si� ka»dy sz
zegóª) trudno sobie wyobrazi¢, aby np. Rys. 5.1�5.3 byªyzdeformowane. Tak»e w zastosowania
h te
hni
zny
h po dekompresji musi zosta¢dokªadnie odtworzony ka»dy detal przedmiotu. Zastosowanie znajduj¡ nast�puj¡
emetody stratnej kompresji obrazu: JPEG, JPEG2000 (kompresja falkowa) [109℄,kompresja fraktalna [88, 114℄.Porównanie dziaªania metody JPEG i MHR.Bardzo popularna metoda JPEG (Joint Photographi
 Experts Group) powstaªajako wynik opra
owania ±wiatowego standardu zapisu zdj�¢. JPEG to nazwa systemukompresji staty
zny
h obrazów rastrowy
h, przezna
zonego gªównie do przetwarza-nia obrazów naturalny
h (zdj�¢ satelitarny
h, portretów itp.), a wi�
 taki
h, które105



106 ROZDZIA� 6. PORÓWNANIE METODY MHR Z INNYMI . . .nie maj¡ zbyt wielu ostry
h kraw�dzi i sz
zegóªów. Natomiast w przypadku obiek-tów z wyra¹nie zazna
zonymi kraw�dziami (np. napis, kontur przedmiotu) algorytmJPEG mo»e dawa¢ niepo»¡dane rezultaty. Ide¡ kompresji JPEG jest podziaª obrazuna bloki o wymiara
h 8 × 8 pikseli, nast�pnie na ka»dym z bloków wykonywanajest dyskretna transformata kosinusowa (DCT)�dla ka»dego bloku wyzna
za si�64 wspóª
zynniki; wspóª
zynniki te nale»¡ do zbioru li
zb rze
zywisty
h i dokony-wana jest i
h kwantyza
ja (zamiana na warto±
i 
aªkowite) oraz kodowanie warto±
iwspóª
zynników. JPEG pozwala na kompresj� rz�du 1:20 (kosztem pewnej utratysz
zegóªów), tzn. z pierwotnej ilo±
i bitów mo»e pozosta¢ w skompresowanym pliku5%, 
o ozna
za zmniejszenie rozmiaru pliku o 95%.Algorytm kompresji u»ywany przez JPEG jest algorytmem stratnym, tzn. w 
za-sie jego wykonywania tra
ona jest bezpowrotnie 
z�±¢ pierwotnej informa
ji. Odtwa-rzanie obrazu blokowo powoduje, i» w przypadku obrazu 
zarno-biaªego o wyra¹niezazna
zony
h kontura
h wyst�puj¡ znieksztaª
enia.DCT (dis
rete 
osine transform) [11, 88℄, u»ywana w kompresji JPEG, jest jedn¡z najpopularniejszy
h blokowy
h transformat dany
h. Jest sz
zególnie popularna wstratnej kompresji dany
h. DCT przeksztaª
a sko«
zony 
i¡g N li
zb rze
zywisty
hlub zespolony
h g(0), . . . , g(N − 1) w 
i¡g li
zb (rze
zywisty
h lub zespolony
h)
G(0), . . . , G(N − 1) zgodnie z zale»no±
iami:

G(0) =
1√
N

N−1
∑

m=0

g(m) ,

G(k) =

√

2

N

N−1
∑

m=0

g(m) cos
πk(2m + 1)

2N
dla k = 1, 2, . . . , N − 1 .

G(k) s¡ nazywane wspóª
zynnikami DCT. De�niuje si� równie» odwrotn¡ dyskretn¡transformat� kosinusow¡ (IDCT) [11, 88℄:
g(m) =

1√
N

G(0) +

√

2

N

N−1
∑

k=1

G(k) cos
πk(2m + 1)

2N
dla m = 0, 1, . . . , N − 1 .Zalet¡ transformaty DCT jest to, »e wi�kszo±¢ wspóª
zynników jest zwykle bliska 0�po kwantyza
ji (
zyli zast¡pieniu dany
h zmiennoprze
inkowy
h przez li
zby 
aª-kowite: to wªa±nie tutaj wyst�puj¡ straty dany
h; zale»nie od parametrów kompre-sora odrzu
a si� mniej lub wi�
ej dany
h) wyzeruj¡ si�, 
o umo»liwia lepsz¡ kompresj�dany
h. Cho
ia» DCT jest transformat¡ 1-wymiarow¡, ªatwo mo»na j¡ skªada¢, dzi�-ki 
zemu dziaªa równie» na bloka
h 2- lub wi�
ej wymiarowy
h. Gªównym problememkodowania transformatowego, opartego na bloka
h DCT, s¡ gwaªtowne skoki warto±
ina grani
a
h zrekonstruowany
h bloków (tzw. efekt blokowy). Jednym ze sposobówminimaliza
ji efektu blokowego jest u»ywanie wi�kszy
h bloków (w przypadku mo
noskompresowany
h obrazów u»ywane przez JPEG bloki 8 × 8 s¡ stanow
zo za maªe,

16 × 16 lub nawet 32 × 32 byªyby bardziej odpowiednie). U»yta transformata DCTpowoduje efekty blokowe w przypadku wysokiej kompresji. Je»eli kontur jest wyra¹nyi obiekt 
zarno-biaªy skªada si� tylko z pikseli o warto±
ia
h 1 (
zarny) albo 0 (biaªy),to efekt blokowy powoduje znieksztaª
enie konturu.Porównanie obu metod dokonamy na przykªadzie obrazu litery W. W gra�
ekomputerowej przy odtwarzaniu obrazu na ekranie dana jest rozdziel
zo±¢ monitorai jeden piksel jako najmniejszy punkt. Maj¡
 to na uwadze obli
zenia wspóªrz�d-ny
h przeprowadzono wie
 w podzbiorze li
zb naturalny
h i wyzna
zone wspóªrz�dne



6.1. METODY STRATNE 107piksela zostan¡ odpowiednio zaokr¡glone w gór� lub w dóª. Litera �W� na Rys. 2.27posiada 21 w�zªów nale»¡
y
h do R2. W przypadku drukowanej litery �W� (Rys. 6.1)wystar
zy 9 (najmniejsza dopusz
zalna ilo±¢, aby wykorzysta¢ operatory OHR wy-miaru N = 4) pikseli kompresji (Rys. 6.2) o nast�puj¡
y
h wspóªrz�dny
h (Tab. 6.1):
Rysunek 6.1. Przykªadowa litera
Rysunek 6.2. W�zªy kompresji

xi = yi =10 8020 4030 040 2050 4060 2070 080 4090 80Tabli
a 6.1. Wspóªrz�dne punktów 
harakterysty
zny
hW�zªy s¡ punktami 
harakterysty
znymi, w który
h wyst�puje ekstremum lokalnejednej ze wspóªrz�dny
h oraz punkty le»¡
e pomi�dzy ekstremami lokalnymi. Caªalitera po dekompresji (Rys. 6.3) skªada si� 
o najmniej z 81 pikseli (od x = 10do x = 90). Operatory OHR budowane s¡ na podstawie 
ztere
h w�zªów i b�d¡ma
ierzami o wymiara
h 4 × 4, poniewa» ilo±¢ w�zªów mniejsza ni» 17 nie pozwalana korzystanie z operatorów o wymiara
h 8 × 8. Odtworzono wszystkie brakuj¡
epiksele litery z u»y
iem MHR.
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Rysunek 6.3. Litera po odtworzeniu jako krzywa otwartaRz¡d kompresji wynosi 9/81, 
zyli 11% (zmniejszenie ilo±
i pikseli o 89%). Doodtworzenia brakuj¡
y
h 72 pikseli wykonano 606 opera
ji mno»enia lub dzielenia,
o daje ±rednio 8.4 taki
h dziaªa« na jeden zdekompresowany piksel. Przy kompresji5% (9/161, 
zyli rozmiar pliku ulegª zmniejszeniu o 95%) dla odtworzenia 152 pikselinale»y wykona¢ 1212 dziaªa«. Natomiast w przypadku metody JPEG o podobnymrz�dzie kompresji jak MHR dla obiektu o wymiara
h 80 × 80 pikseli mamy 100bloków 8× 8. Dla ka»dego bloku (
zyli dla 6400 pikseli) wykonana jest DCT. Nawetzakªadaj¡
, »e w konturze 
zarno-biaªym warto±
i¡ piksela biaªego jest zero, a piksela
zarnego- jeden, to w metodzie JPEG dziel¡
 obraz na bloki 8×8 ka»dy blok zawieramaksymalnie 8 niezerowy
h pikseli, 
zyli dany
h jest 11 bloków niezerowy
h dlaprzykªadowej litery �W�. Nast�pnie dla ka»dego bloku nale»y wykona¢ DCT, 
o dajew przybli»eniu 11×63×8×5 opera
ji mno»enia, dzielenia i obli
zenia 
osinusa (razem27720). W przypadku dekompresji wykonana jest odwrotna DCT i aby odtworzy¢wszystkie piksele w niezerowy
h bloka
h nale»y wykona¢ 11 × 64 × 63 × 6 opera
jimno»enia, dzielenia i obli
zenia 
osinusa (266112). Przy obiek
ie o wymiara
h 160×

160 ostatnia li
zba b�dzie podwojona. Jest to zde
ydowanie wi�
ej ni» w MHR(2424).W przypadku, gdy kraw�d¹ obiektu (obrazu) stanowi kontur, ka»d¡ 
z�±¢ konturunale»y opisa¢ zbiorem pikseli w�zªowy
h i odtworzy¢ za pomo
¡ MHR. Przykªadobiektu z konturem:
Rysunek 6.4. Litera jako konturW przypadku konturu mo»e istnie¢ konie
zno±¢ podwojenia ilo±
i w�zªów, aledwukrotne zwi�kszenie li
zby wykonywany
h opera
ji mno»enia lub dzielenia niewpªynie na fakt, i» MHR ma zde
ydowanie mniejsz¡ zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ ni»metoda JPEG.



6.1. METODY STRATNE 109Porównanie zªo»ono±
i obli
zeniowej 5% dekompresji litery z Rys. 6.1:metoda JPEG�532 224 dziaªa« przy IDCT,metoda MHR�2424 dziaªa«.

Rysunek 6.5. Porównanie zdekompresowanej litery i zªo»ono±
i obli
zeniowej metodJPEG oraz MHRW metodzie JPEG zauwa»alne s¡ uszkodzenia i rozmazanie tekstu, jednak»ewida¢ tak»e 
e
h� naszego oka, a mianowi
ie pewne uprosz
zenia, które pozwalaj¡od
zyta¢, 
o jest napisane. Przy tej samej kompresji (5% - rozmiar pliku ulegªzmniejszeniu o 95%) MHR jest kompresj¡ bezstratn¡ danej litery i posiada zde
y-dowanie mniejsz¡ zªo»ono±¢ obli
zeniow¡. MHR nie powoduje rozmazania litery jakJPEG, odtworzone s¡ tylko punkty nale»¡
e do obiektu, brak znieksztaª
e« i efektublokowego.Opró
z metody JPEG kompresj� stratn¡ wykonuje si� metod¡ JPEG2000 i metod¡fraktaln¡, [88℄. Metoda JPEG2000 pozwala na wysoki stopie« kompresji przy niezªejjako±
i obrazu (lepszej ni» JPEG), jednak 
e
huje si� wysok¡ zªo»ono±
i¡ obli
zeniow¡i obraz nie zawsze jest odtworzony dokªadnie. W medy
ynie 
zy przemy±le nie mo»nasobie pozwoli¢ na niepewno±¢ obrazu. Metoda JPEG2000 zwana jest tak»e kompresj¡falkow¡, poniewa» oparta jest na przeksztaª
eniu dany
h za pomo
¡ transformatyfalkowej. Falki (np. falki Haara) s¡ funk
jami stosowanymi do aproksyma
ji prze-biegu funk
ji, [123℄. Bª¡d aproksyma
ji dany
h powoduje znieksztaª
enie obrazu podekompresji.W kompresji fraktalnej wyszukuje si� w obrazie najbardziej podobne do siebiefragmenty i opisuje si� te podobie«stwa. Podobie«stwa elementów obrazu s¡ wyªapy-wane z dokªadno±
i¡ do prosty
h przeksztaª
e«: zmiana jasno±
i 
zy przeksztaª
eniageometry
zne (symetri¡, obroty). Podobie«stwa fragmentów powoduj¡, »e mo»nakilka fragmentów kompresowa¢ jako jeden. Obe
nie rzadko spotyka si� kompresj�



110 ROZDZIA� 6. PORÓWNANIE METODY MHR Z INNYMI . . .fraktaln¡ ze wzgl�du na bardzo du»¡ zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ przy braku wiernegozrekonstruowania oryginalnego obrazu.Podsumowuj¡
: metody stratnej kompresji mog¡ by¢ stosowane tam, gdzie po-mimo znieksztaª
enia obrazu umysª 
zªowieka jest w stanie odtworzy¢ pierwotnywygl¡d.6.2 Metody bezstratneW wielu dziedzina
h »y
ia obraz po dekompresji musi by¢ dokªadnie taki jak ory-ginaª [111℄. Ozna
za to konie
zno±¢ u»y
ia metod kompresji bezstratnej pomimo,i» 
z�sto s¡ wolniejsze lub pozwalaj¡ na mniejszy stopie« kompresji w porównaniuz metodami kompresji stratnej. Najbardziej popularne s¡ nast�puj¡
e metody bez-stratnej kompresji obrazu: RLE, LZW, PNG, CALIC, LOCO-I/JPEG-LS [83, 88℄.Porównanie dziaªania metody RLE i MHR.Metoda RLE (Run-Length En
oding� kodowanie dªugo±
i serii) ma zastosowaniew kompresji obrazów kolorowy
h, w który
h wyst�puj¡ fragmenty o takim samymkolorze pikseli. W sytua
ji, gdy kompresowany obraz skªada si� z 
zarno-biaªy
h kon-turów znajduj¡
y
h si� blisko siebie (Rys. 5.1) i dªu»sze fragmenty w jednym kolorzenie wyst�puj¡, metoda RLE 
e
huje si� bardzo sªabym stopniem kompresji.Zaªo»enie: nale»y skompresowa¢ nast�puj¡
y obraz 
zarno-biaªy metod¡ RLE.
Rysunek 6.6. Przykªad obrazu 
zarno-biaªegoW przypadku, gdy mi�dzy ka»dym okr�giem 
zy elips¡ na Rys. 6.6 wyst�pujejeden piksel odst�pu, metoda RLE nie znajdzie serii ani biaªy
h pikseli, ani 
zarny
hpikseli. Kompresja metod¡ RLE jest wi�
 ograni
zona do sªabego rz�du kompresji.Natomiast dzi�ki MHR ka»dy okr¡g (elips�) mo»na odtworzy¢ na podstawie póªokr�gu(póªelipsy) i znajomo±
i punktu ±rodkowego: póªokr¡g (póªelips�) mo»na zapisa¢(skompresowa¢) za pomo
¡ pi�
iu w�zªów (przy u»y
iu operatora OHR wymiaru

N = 2), dziewi�
iu w�zªów (je»eli dekompresja nast¡pi z wykorzystaniem opera-tora OHR wymiaru N = 4) albo siedemnastu w�zªów (dla operatora OHR wymiaru
N = 8).Porównano teraz stopie« kompresji obrazu typu jak na Rys. 6.7 metod¡ RLEi MHR:
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Rysunek 6.7. Przykªad obrazu 
zarno-biaªego poddanego kompresji RLE i MHRZaªo»enie: obraz typu jak na Rys. 6.7 skªada si� z pi�
iu równolegªoboków. Obrazopisuj¡ jedynki (piksel 
zarny) i zera (kolor biaªy):0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 00 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 00 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 00 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 01 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 10 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 00 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 00 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 00 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 00 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0Tabli
a 6.2. Obraz binarny zapisany za pomo
¡ 0 i 1Caªy obraz z Tab. 6.2 skªada si� z 212 = 441 znaków. W metodzie RLE 
i¡g iden-ty
zny
h znaków jest zapisany poprzez podanie ilo±
i wyst�powania danego znaku,np. 000000 jako *60. Tak wi�
 zapis *nA ozna
za n-krotne wyst¡pienie znaku A(* jest separatorem pozwalaj¡
ym odró»ni¢ znak kodowany od niekodowanego). Dla
n = 1, 2, 3 nie trzeba kodowa¢ *1A, *2A, *3A, le
z nale»y zapisa¢ odpowiednio A,AA, AAA. Metoda RLE powoduje kompresj�, je»eli znak wyst�puje po kolei 
o naj-mniej 
ztery razy [117℄ i wów
zas jest zapisany z u»y
iem trze
h znaków *nA. W tensposób obraz z Tab. 6.2 jest skompresowany metod¡ RLE do 329 znaków. Ozna
za to
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zba dany
h zmniejszona zostaªa tylko o 25%.Do dekompresji danego obrazu metod¡ RLE nale»y wykona¢ 224 opera
je.Natomiast korzystaj¡
 z MHR ka»dy równolegªobok mo»na zapisa¢ za pomo
¡o±miu punktów, 
o razem daje 40 pikseli. Stopie« bezstratnej kompresji MHR wynosi9% (ilo±¢ pikseli zmniejszono o 91%) i jest nieporównanie lepszy ni» w metodzie RLE.W 
elu dekompresji MHR obrazu (Tab. 6.2) zapami�tanego za pomo
¡ 40 w�zªównale»y wykona¢ 268 opera
ji mno»enia lub dzielenia (posªuguj¡
 si� operatoramiOHR wymiaru N = 2). Jest to maªa zªo»ono±¢ obli
zeniowa bior¡
 pod uwag� fakt,i» metoda MHR zapewnia w tym przykªadzie ponad 8 razy lepszy stopie« kompresjini» metoda RLE (stopie« kompresji 75% w RLE i 9% w MHR).Porównanie najlepszego rz�du kompresji metod RLE i MHR oraz zªo»ono±
iobli
zeniowej bezstratnej dekompresji przykªadowego obrazu przedstawia si� nast�pu-j¡
o:

Rysunek 6.8. Porównanie rz�du kompresji i zªo»ono±
i obli
zeniowej metody RLEi MHRWniosek: MHR pozwala w przypadku obrazów 
zarno-biaªy
h na zde
ydowanielepszy rz¡d kompresji ni» metoda RLE przy porównywalnej zªo»ono±
i obli
zeniowej.Porównanie dziaªania metody LZW i MHR.Metoda LZW (od nazwisk Lempel, Ziv, Wel
h) [112, 117℄ nadaje si� do kompresjiobrazów kolorowy
h, natomiast bardzo sªabe wyniki daje w przypadku dekompresjiobrazów 
zarno-biaªy
h i w od
ienia
h szaro±
i. Metoda LZW oparta jest na zasadziezapami�tania 
i¡gu kolejny
h symboli i szukania powtórki danego 
i¡gu.Zaªo»enie: nale»y skompresowa¢ obraz z Rys. 6.6 metod¡ LZW. Je»eli rz¡d kom-presji ma wynosi¢ 5%, to ozna
za, i» 20 kolejny
h zer (piksel biaªy) lub jedynek(kolor 
zarny) nale»y zapisa¢ jako pojedyn
zy symbol. Ilo±¢ taki
h symboli (wszys-tkie mo»liwo±
i) wynosi 220 i jest to nie jeden symbol, le
z np. pi�¢ symboli w sys-temie szesnastkowym (220 = 24·5). Czyli kompresja wynosi nie 5%, le
z 25%. Opró
ztego aby stwierdzi¢, pod jakim symbolem musi by¢ zapisana kolejna dwudziestka 0lub 1, nale»y wykona¢ 220 porówna«, 
o jest li
zb¡ o wiele wi�ksz¡ ni» zªo»ono±¢obli
zeniowa MHR rz�du 211 przy kompresji 5% (Rys. 6.5), gdy li
zba dany
h pokompresji zostaªa zmniejszona o 95%.Porównanie dziaªania metody PNG i MHR.Metoda PNG (Portable Network Graphi
s) wykorzystuje zasad� predyk
ji (prze-widywania): na podstawie pikseli, które wyst¡piªy do tej pory, wykonywana jestpredyk
ja koloru kolejnego piksela. Potem kodowana jest ró»ni
a mi�dzy warto±
i¡
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zywist¡. W przypadku kraw�dzi 
zarno-biaªego obrazu trudnona podstawie poprzedni
h punktów wnioskowa¢, 
zy kolejny piksel b�dzie biaªy 
zy
zarny.Zaªo»enie: nale»y skompresowa¢ obraz z Rys. 6.6 metod¡ PNG. W przypadku,gdy mi�dzy ka»dym okr�giem 
zy elips¡ na Rys. 6.6 wyst�puje raz zero albo jedenpiksel odst�pu, innym razem dwa lub kilka pikseli odst�pu, metoda PNG nie potra�przewidzie¢ koloru kolejnego piksela. Metoda PNG nie da odpowiedzi, 
zy nast�pnypiksel jest 
zarny, 
zy te» biaªy. Kompresja metod¡ PNG jest wi�
 niemo»liwa. Na-tomiast dzi�ki MHR ka»dy okr¡g (elips�) mo»na odtworzy¢ na podstawie póªokr�gu(póªelipsy) i znajomo±
i punktu ±rodkowego: póªokr¡g (póªelips�) mo»na zapisa¢(skompresowa¢) za pomo
¡ pi�
iu w�zªów (przy u»y
iu operatora OHR wymiaru
N = 2), dziewi�
iu w�zªów (je»eli dekompresja nast¡pi z wykorzystaniem opera-tora OHR wymiaru N = 4) albo siedemnastu w�zªów (dla operatora OHR wymiaru
N = 8).Porównanie dziaªania metody CALIC i MHR.Metoda CALIC (Context Adaptive Lossless Image Compression) opiera si�, podob-nie jak PNG, na jak najlepszej predyk
ji danego piksela na podstawie poprzedni
hzakodowany
h pikseli. Dodatkowo w metodzie CALIC wykonywana jest kontrolas¡siedztwa piksela oraz detek
ja kraw�dzi i dzi�ki temu lepiej mo»na przewidzie¢kolor kolejnego piksela. W zwi¡zku z tym metoda ta 
e
huje si� du»¡ zªo»ono±
i¡obli
zeniow¡ i skomplikowanym algorytmem.Zaªo»enie: nale»y skompresowa¢ obraz z Rys. 6.6 metod¡ CALIC. W przypadku,gdy mi�dzy ka»dym okr�giem 
zy elips¡ na Rys. 6.6 wyst�puje raz zero albo je-den piksel odst�pu, innym razem dwa lub kilka pikseli odst�pu, metoda CALICnie potra� przewidzie¢ koloru kolejnego piksela (pomimo sprawdzenia s¡siedztwadanego piksela). Kompresja metod¡ CALIC jest niemo»liwa. Dodatkowo przydu»ej ilo±
i kraw�dzi w obrazie zªo»ono±¢ obli
zeniowa metody CALIC zwi�ksza si�,poniewa» wykonywana jest detek
ja ka»dej kraw�dzi. Natomiast dzi�ki MHR ka»dyokr¡g (elips�) mo»na odtworzy¢ na podstawie póªokr�gu (póªelipsy) i znajomo±
ipunktu ±rodkowego: póªokr¡g (póªelips�) mo»na zapisa¢ (skompresowa¢) za pomo
¡pi�
iu w�zªów (przy u»y
iu operatora OHR wymiaru N = 2), dziewi�
iu w�zªów(je»eli dekompresja nast¡pi z wykorzystaniem operatora OHR wymiaru N = 4) albosiedemnastu w�zªów (dla operatora OHR wymiaru N = 8).Porównanie dziaªania metody LOCO-I/JPEG-LS i MHR.Metoda LOCO-I/JPEG-LS jest standardem opra
owanym na podstawie CALIC:zmniejszono zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ i uprosz
zono algorytm, le
z nadal daje lepszeefekty dla obrazów kolorowy
h ni» mono
hromaty
zny
h, [83℄.Zaªo»enie: nale»y skompresowa¢ obraz z Rys. 6.6 metod¡ LOCO-I/JPEG-LS. Wprzypadku, gdy mi�dzy ka»dym okr�giem 
zy elips¡ na Rys. 6.6 wyst�puje raz zeroalbo jeden piksel odst�pu, innym razem dwa lub kilka pikseli odst�pu, metoda LOCO-I/JPEG-LS nie potra� przewidzie¢ koloru kolejnego piksela (pomimo sprawdzenias¡siedztwa danego piksela). Kompresja metod¡ LOCO-I/JPEG-LS jest niemo»liwa.Dodatkowo przy du»ej ilo±
i kraw�dzi w obrazie zªo»ono±¢ obli
zeniowa metodyLOCO-I/JPEG-LS zwi�ksza si�, poniewa» wykonywana jest detek
ja ka»dej kraw�dzi.Natomiast dzi�ki MHR ka»dy okr¡g (elips�) mo»na odtworzy¢ na podstawie póªokr�gu(póªelipsy) i znajomo±
i punktu ±rodkowego: póªokr¡g (póªelips�) mo»na zapisa¢(skompresowa¢) za pomo
¡ pi�
iu w�zªów (przy u»y
iu operatora OHR wymiaru
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N = 2), dziewi�
iu w�zªów (je»eli dekompresja nast¡pi z wykorzystaniem opera-tora OHR wymiaru N = 4) albo siedemnastu w�zªów (dla operatora OHR wymiaru
N = 8).Inne metody kompresji.Dodatkowo nale»y wspomnie¢ o nast�puj¡
y
h metoda
h kompresji dany
h, [114℄:Metoda BZIP2 wykorzystywana jest w systema
h Unix i z tego wzgl�du posiadaograni
zone zastosowanie.Metoda LZ77 (Lempel, Ziv 1977) to metoda bezstratnej kompresji sªownikoweji mo»e by¢ wykorzystana tylko do dany
h tekstowy
h.Metoda LZ78 (Lempel, Ziv 1978) jest mody�ka
j¡ metody LZ77 i sªu»y tylko dokompresji dany
h tekstowy
h.Metoda LZSS (Lempel, Ziv, Storer, Szymanski 1982) jest ulepszonym wariantemmetody LZ77 i mo»e by¢ stosowana do bezstratnej kompresji sªownikowej.Metoda LZMA (Lempel, Ziv- Markov 
hain-Algorithm) jest zmody�kowan¡ wer-sj¡ metody LZ77 i sªu»y do bezstratnej kompresji dany
h tekstowy
h.Brak jest metody bezstratnej kompresji przezna
zonej spe
jalnie dla obrazu 
zarno-biaªego. Tak¡ metod¡ jest MHR pozwalaj¡
a dokªadnie zrekonstruowa¢ kontur
zarno-biaªego obiektu przy wysokim stopniu kompresji i zastosowaniu prostego al-gorytmu dekompresji rz�du O(N2). Wykorzystywane w prakty
e metody bezstratnejkompresji obrazu kolorowego maj¡ gorsze parametry (stopie« kompresji, zªo»ono±¢obli
zeniowa) od MHR w przypadku dekompresji obrazu mono
hromaty
znego.



Rozdziaª 7Zako«
zenie7.1 Wyniki bada«Operator Hurwitza-Radona (OHR) mo»e zosta¢ wykorzystany w rekonstruk
ji kon-turu obrazu mono
hromaty
znego [45, 46℄. Podstaw¡ bezstratnej dekompresji z zas-tosowaniem dyskretnego, ortogonalnego, ma
ierzowego, liniowego operatora OHRjest zapis konturu za pomo
¡ sko«
zonego zbioru punktów 
harakterysty
zny
h,zwany
h w�zªami, (xi, yi) ∈ R2 w przypadku obrazu pªaskiego lub w�zªów (xi, yi, zi) ∈
R3 dla obrazu przestrzennego. W�zªy kompresji dobierane s¡ w minimum i mak-simum lokalnym jednej ze wspóªrz�dny
h oraz w punkta
h le»¡
y
h pomi�dzy ek-stremami lokalnymi (
o najmniej jeden punkt). Dodatkowo w�zªy musz¡ 
e
howa¢si� staªym krokiem wspóªrz�dnej xi (nale»y wów
zas znale¹¢ operator M) lub staªymkrokiem wspóªrz�dnej yi (wtedy stosuje si� operator odwrotny do M : M−1). Napodstawie operatorów zbudowany
h dla odpowiedni
h w�zªów konstruuje si� opera-tor u±redniony, który sªu»y do obli
zenia brakuj¡
y
h wspóªrz�dny
h odtwarzany
hpunktów Operator u±redniony jest kombina
j¡ liniow¡ (wypukª¡) dany
h operatorówOHR (2.8), (4.1), (4.2), (4.5). Wspóª
zynniki kombina
ji liniowej zale»¡ od poªo»e-nia odtwarzanego punktu pomi�dzy w�zªami (Rys. 2.3, 4.1, 4.2, 4.5). Metoda kom-presji zostaªa nazwana przez autora niniejszej pra
y metod¡ HR (MHR). Zªo»ono±¢obli
zeniowa dekompresji za pomo
¡ MHR jest rz�du O(N2) przy rekonstruk
jiobrazu zªo»onego z N2 pikseli (Tw. 2.1, 2.2). Stopie« kompresji zale»y od stosunkuli
zby w�zªów do li
zby wszystki
h punktów obrazu. MHR umo»liwia wysoki (dokilku pro
ent, np. 1-5%) rz¡d kompresji, 
o ozna
za zmniejszenie li
zby dany
h punk-tów o ponad 90%. Dokªadno±¢ metody osza
owano w klasie funk
ji s
hodkowy
h orazwielomianów stopnia pierwszego, drugiego i trze
iego (rozdziaª 2.2.3). MHR mo»nazali
zy¢ do metod kompresji polegaj¡
y
h na zbudowaniu modelu matematy
znegokompresowanego obiektu, gdy» ma
ierzowe operatory OHR opisuj¡ kontur w danymprzedziale w�zªów.Opisano sposób konstruowania operatora OHR i operatora odwrotnego oraz i
hwªasno±
i, takie jak: dokªadne odtworzenie za pomo
¡ operatora OHR wspóªrz�d-ny
h w w�zªa
h, sposób tworzenia operatora OHR o mniejszej zªo»ono±
i obli
zeniowej.Zastosowano operator OHR w metodzie MHR i pokazano 
e
hy MHR, takie jak:minimalna li
zba w�zªów dla MHR, zªo»ono±¢ obli
zeniowa oraz dokªadno±¢ MHR.Porównanie MHR z metod¡ bezstratnej kompresji RLE (Rys. 6.8) i metod¡ strat-nej kompresji JPEG (Rys. 6.5) na wybranym przykªadzie wykazuje wy»szo±¢ MHRpod wzgl�dem zªo»ono±
i obli
zeniowej lub rz�du kompresji. Obe
nie istniej¡
emetody przybli»ania konturu za pomo
¡ wielomianów lub krzywy
h wy»szego rz�du115



116 ROZDZIA� 7. ZAKO�CZENIE(krzywe Béziera, Hermita i krzywe B-sklejane) 
zy inne metody (oparte na teoriigrafów, korzystaj¡
e z Dyskretnej Transformaty Cosinusowej, tworz¡
e szkielet obie-ktu) s¡ aproksyma
j¡ stratn¡, natomiast MHR zapewnia rekonstruk
j� ksztaªtuobiektu z du»¡ dokªadno±
i¡. Porównano dokªadno±¢ rekonstruk
ji i zªo»ono±¢ obli-
zeniow¡ metody Béziera z metod¡ MHR dla przykªadowej krzywej: metoda MHR
e
huje si� lepszymi parametrami.Metoda Béziera i krzywe B-sklejane:1. kontur nie zawsze jest odtwarzany dokªadnie (krzywa Béziera i krzywe B-sklejane s¡ klasy C2, 
zyli znieksztaª
enia wyst¡pi¡ np. w s¡siedztwie punktówkonturu, gdzie brak wy»szej po
hodnej);2. zwi�kszenie li
zby punktów kontrolny
h nie zawsze prowadzi do lepszej aproksy-ma
ji konturu (mo»liwe s¡ du»e znieksztaª
enia konturu przy maªej zmianiepunktów kontrolny
h);3. niewielkie przesuni�
ie jednego punktu kontrolnego mo»e istotnie zmieni¢ 
aª¡krzyw¡ (niestabilno±¢ metody).Dla metody MHR jej dokªadno±¢ rekonstruk
ji dowolnej krzywej uzale»niona jest odsposobu wyboru w�zªów i li
zby w�zªów.Zastosowanie MHR w tomogra�i komputerowej zwi¡zane jest z faktem, i» naj-
z�±
iej u»ywana w TK metoda rekonstruk
ji obrazu tomogra�
znego, a mianowi
iewste
zna projek
ja z �ltrowaniem, posiada zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ rz�du O(N2 log2 N).MHR zapewnia interpola
j� odtwarzany
h punktów obrazu tomogra�
znego z du»¡dokªadno±
i¡ przy ni»szej zªo»ono±
i obli
zeniowej i dobrym stopniu kompresji. Pon-adto nie istnieje w TK metoda anality
zna (oparta na modelu matematy
znym rekon-struowanego obiektu), która korzystaj¡
 z bazy ortogonalnej pozwoli na dokªadn¡interpola
j� punktów. MHR posiada wszystkie te 
e
hy. Dodatkowo przeksztaª
eniageometry
zne (przesuni�
ie, skalowanie oddzielnie ka»dej wspóªrz�dnej, obrót o k¡t
k · π/2) wymagaj¡ jedynie przeksztaª
enia w�zªów i odtworzenia obrazu za pomo
¡MHR z niezmienion¡ zªo»ono±
i¡ obli
zeniow¡.Zªo»ono±¢ obli
zeniowa rekonstruk
jikonturu zªo»onego z N pikseliWymiar OHR ilo±¢ dziaªa«

2 × 2 4N+m
4 × 4 6N+m
8 × 8 10N+mTabli
a 7.1. Porównanie zªo»ono±
i obli
zeniowej dekompresji MHR z u»y
iem ró»-ny
h operatorów OHR (li
zba m zale»y od ilo±
i w�zªów i jest staªa dla danej li
zbyw�zªów)



7.2. KIERUNKI DALSZYCH BADA� 117Porównanie zªo»ono±
i obli
zeniowejdekompresji przy kompresji 5%JPEG 532 224 dziaªa«MHR 2424 dziaªa«Tabli
a 7.2. Porównanie zªo»ono±
i obli
zeniowej dekompresji metod JPEG i MHRdla przykªadowego konturuPorównanie zªo»ono±
i obli
zeniowejdekompresji oraz stopnia kompresjiRLE 75% 224 dziaªa«MHR 9% 268 dziaªa«Tabli
a 7.3. Porównanie stopnia kompresji i zªo»ono±
i obli
zeniowej bezstratnejdekompresji metod RLE i MHR dla przykªadowego obrazu binarnegoDokonano analizy mo»liwo±
i te
hni
zny
h zastosowa« MHRw zagadnieniu RapidPrototyping, sz
zególnie w metodzie LOM (Laminated Obje
t Manufa
turing). MHRmo»e znale¹¢ równie» zastosowanie w klasy
znej interpola
ji funk
ji. Interpola
jaLagrange'a 
zy Newtona posiada wady, je»eli interpolowana funk
ja nie jest ró»ni
z-kowalna w jakim± punk
ie lub ró»ni si� zna
znie ksztaªtem od wielomianu w danymprzedziale w�zªów: wów
zas wielomian interpola
yjny nie jest w stanie przybli»y¢funk
ji z zadowalaj¡
¡ dokªadno±
i¡. MHR przy podobnej zªo»ono±
i obli
zeniowejnie posiada tej wady.W przypadku obrazu trójwymiarowego zmody�kowana MHR 
e
huje si� niezmie-nionymi parametrami: zªo»ono±
i¡ obli
zeniow¡ rz�du O(N2), odpowiednio wysokimstopniem kompresji (do kilku pro
ent) i wysok¡ dokªadno±
i¡ odtwarzany
h dany
h(rz�du 10−2, 10−3).7.2 Kierunki dalszy
h bada«Dalsze badania przewidywane przez autora b�d¡ doty
zy¢ zastosowania MHR w kom-presji i rekonstruk
ji obrazu kolorowego oraz wykorzystania MHR w inny
h dziedzi-na
h nauki [49℄. Dokonane zostan¡ mody�ka
je MHR w zale»no±
i od posiadany
hpunktów 
harakterysty
zny
h, np. w sytua
ji, gdy w�zªy nie posiadaj¡ staªego krokujednej ze wspóªrz�dny
h lub w przypadku przestrzeni o dowolnym wymiarze. Dobudowy operatora mo»na wykorzysta¢ nie tylko kombina
je liniowe ma
ierzy HRo elementa
h 
aªkowity
h {-1;0;1}, le
z tak»e ma
ierzy HR o elementa
h rze
zy-wisty
h: dzi�ki temu istnieje mo»liwo±¢ wyboru najlepszej bazy spo±ród wielu bazortogonalny
h w danej sytua
ji.Kompresja i dekompresja z u»y
iem MHR znajduje zastosowanie nie tylko w przy-padku obrazu komputerowego [33, 67, 69, 104℄, le
z tak»e mo»e doty
zy¢ innegotypu dany
h, np. d¹wi�ku. Przetwarzanie i rekonstruk
ja obrazu s¡ zagadnieni-ami istotnymi w wielu gaª�zia
h nauki [58, 66, 68, 91, 103℄ i ma
ierze HR mog¡zosta¢ u»yte do rozpoznawania i zapisu obrazu, [121℄. Nale»y tak»e zastanowi¢ si�nad mo»liwo±
iami wykorzystania inny
h dyskretny
h operatorów ma
ierzowy
h (nietylko ortogonalny
h) w omawiany
h zagadnienia
h i budowaniu na i
h podstawie mo-deli matematy
zny
h badany
h obiektów (np. obrazu komputerowego 
zy d¹wi�ku)oraz wykorzystaniu operatorów ma
ierzowy
h w efektywny
h obli
zeniowo metoda
h
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ji dany
h.Rodzina ma
ierzy HR znajduje zastosowanie w elektroni
e, np. w zagadnieniuprojektowania pro
esorów sygnaªowy
h (Signal Pro
essing) [19, 94, 97, 118, 123℄ iblokowym kodowaniu przestrzenno-
zasowym (STBC�Spa
e-Time Blo
k Coding)[50, 78℄ oraz jako ma
ierze wag w sztu
zny
h sie
ia
h neuronowy
h typu hamiltono-wskiego (HNN�Hamiltonian Neural Networks), [38, 56, 94, 95℄. Równie» tematykaQSP (Quantum Signal Pro
essing �kwantowe przetwarzanie sygnaªu), w której do-pusz
zalne s¡ bazy nieortogonalne [30, 31℄, mo»e korzysta¢ z ma
ierzy HR o wymia-ra
h inny
h ni» 2,4,8, [40, 43, 92, 93℄.Podsumowuj¡
: dalsze badania b�d¡ polegaªy z jednej strony na szukaniu dal-szy
h zastosowa« rodziny ma
ierzy Hurwitza-Radona, operatora OHR i metodyMHR, z drugiej za± strony na analizie mo»liwo±
i wykorzystania inny
h dyskretny
hoperatorów ma
ierzowy
h w istotny
h problema
h naukowy
h i te
hni
zny
h.



Dodatek AWªasno±
i ma
ierzyHurwitza-RadonaA.1 Rys history
znyAlgebrai
zny problem znalezienia zbioru ortogonalny
h (to zna
zy ilo
zyn skalarnyka»dej pary kolumn i wierszy wynosi zero), sko±no-symetry
zny
h (AT
i = −Ai)ma
ierzy Ai dla i = 1, 2. . .n o nast�puj¡
y
h wªasno±
ia
h:

AjAk + AkAj = 0, A2
j = −I dla j 6= k; j, k = 1, 2 . . . n (A.1)zostaª w lata
h 20-ty
h XX wieku rozwi¡zany niezale»nie przez Adolfa Hurwitza(1859�1919) i Johanna Radona (1887�1956). I
h niezale»ne publika
je na ten tematukazaªy si� w roku 1923 [37℄,[84℄. Ma
ierze takie nosz¡ nazw� ma
ierzy Hurwitza-Radona (HR).De�ni
ja A.1. Ma
ierze Ai, i = 1, 2 . . . n speªniaj¡
e (A.1) nazywane s¡ rodzin¡ma
ierzy Hurwitza-Radona.Hurwitz i Radon okre±lili maksymaln¡ ilo±¢ taki
h ma
ierzy w jednej rodzinie dladanego wymiaru ma
ierzy N . Wielko±¢ ta li
zona jest nast�puj¡
o:Nie
h N = 2a ·b, gdzie b jest li
zb¡ nieparzyst¡ oraz a = 4c+d; 0 ≤ d < 4; c ≥ 0.Dowolna rodzina (A.1) ma
ierzy HR o wymiara
h N × N zawiera smax ma
ierzy,gdzie:

smax = 8c + 2d − 1. (A.2)De�ni
ja A.2. Nie
h N = 2a·b, gdzie b jest li
zb¡ nieparzyst¡ oraz a = 4c + d; 0 ≤
d < 4; c ≥ 0. Li
zba ρ(N) = 8c + 2d nosi nazw� li
zby Radona.Równo±¢ (A.2) mo»na zapisa¢ jako smax = ρ(N)− 1. Li
zba Radona [29℄ speªnianierówno±¢ ρ(N) ≤ N .Uwaga:Li
zba Radona ρ(N) = N jedynie dla N = 1, 2, 4, 8.Dla dowolnego N maksymalna wielko±¢ smax rodziny Hurwitza-Radona istniejedla ma
ierzy o elementa
h 
aªkowity
h {−1, 0, 1} oraz dla ma
ierzy o elementa
hrze
zywisty
h z przedziaªu [−1; 1]. Rodzina ma
ierzy HR istnieje tylko dla N = 4k,gdzie k ∈ N+. 119



120 DODATEK A. W�ASNO�CI MACIERZY HURWITZA-RADONAA.1.1 Formy kwadratoweZde�niowanie rodziny ma
ierzy HR miaªo zwi¡zek z badaniem form kwadratowy
h[28℄,[64℄. Z tym tez ª¡
zy si� nast�puj¡
y problem dla N = 2:Dane jest równanie:
(x2

0 + x2
1) · (y2

0 + y2
1) = (z2

0 + z2
1).Znale¹¢ jego rozwi¡zania.Okazuje si�, »e wów
zas:

{

z0 = x0y0 − x1y1,

z1 = x0y1 + x1y0.Rezultat ten jest mo»liwy do uzyskania po wymno»eniu dwó
h ma
ierzy sko±no-symetry
zny
h:
[

x0 x1

−x1 x0

]

·
[

y0 y1

−y1 y0

]

=

[

z0 z1

−z1 z0

]

.Ma
ierz HR tak»e jest tej posta
i:
A =

[

0 1
−1 0

]

.Ma
ierz A2 = −I, 
o jest analogi
znym wynikiem jak dla jednostki urojonejw przypadku li
zb zespolony
h: i2 = −1.W roku 1748 Euler rozwa»yª przypadek N=4:
(x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3) · (y2

0 + y2
1 + y2

2 + y2
3) = z2

0 + z12 + z2
2 + z2

3 . (A.3)Wtedy:
z0 = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3,

z1 = x0y1 + x1y0 + x2y3 − x3y2,

z2 = x0y2 − x1y3 + x2y0 + x3y1,

z3 = x0y3 + x1y2 − x2y1 + x3y0.

(A.4)Warto±
i z0, z1, z2, z3 w (A.4) mo»na otrzyma¢ za pomo
¡ ma
ierzy sko±no-syme-try
zny
h:








x0 x1 x2 x3

−x1 x0 −x3 x2

−x2 x3 x0 −x1

−x3 −x2 x1 x0









·









y0 y1 y2 y3

−y1 y0 −y3 y2

−y2 y3 y0 −y1

−y3 −y2 y1 y0









=









z0 z1 z2 z3

−z1 z0 −z3 z2

−z2 z3 z0 −z1

−z3 −z2 z1 z0









.(A.5)Trzy ma
ierze HR o elementa
h rze
zywisty
h dla N = 4 otrzymuje si� przynast�puj¡
y
h warunka
h:
x0 = y0 = 0,

x2
1 + x2

2 + x2
3 = y2

1 + y2
2 + y2

3 = 1,

x1y1 + x2y2 + x3y3 = 0.



A.1. RYS HISTORYCZNY 121Na przykªad rodzina ma
ierzy HR o elementa
h 
aªkowity
h wymiaru N = 4przedstawia si� nast�puj¡
o:
A =









0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0









, B =









0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0









, C =









0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0









.W1843 Hamilton odkryª algebr� kwaternionów (li
zby w przestrzeni R4). Mno»e-nie bazowy
h jednostek urojony
h i, j, k w przypadku kwaternionów przedstawiatabela A.1:Tabli
a A.1. Mno»enie bazowy
h jednostek urojony
h i, j, k w przypadku kwater-nionów
· i j k

i −1 −k j

j k −1 −i

k −j i −1Tak samo za
howuj¡ si� pod
zas mno»enia trzy ma
ierze HR o wymiara
h 4× 4[41℄: Tabli
a A.2. Mno»enie trze
h ma
ierzy HR wymiaru 4 × 4
· A B C

A −I −C B

B C −I −A

C −B A −IW roku 1848 Graves i Cayley opisali algebr� oktonionów (zwany
h te» li
zbamiCayley'a� li
zby w przestrzeni R8). Mno»enie bazowy
h jednostek urojony
h: e1, e2,
e3, . . . , e7 przebiega nast�puj¡
o [114℄:Tabli
a A.3. Mno»enie bazowy
h jednostek urojony
h w przypadku oktonionów

· e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

e1 −1 e4 e7 −e2 e6 −e5 −e3

e2 −e4 −1 e5 e1 −e3 e7 −e6

e3 −e7 −e5 −1 e6 e2 −e4 e1

e4 e2 −e1 −e6 −1 e7 e3 −e5

e5 −e6 e3 −e2 −e7 −1 e1 e4

e6 e5 −e7 e4 −e3 −e1 −1 e2

e7 e3 e6 −e1 e5 −e4 −e2 −1Omówione dziaªania dla N = 4 mog¡ by¢ analogi
znie przeniesione na wymiar
N = 8. Równanie (A.2) przyjmuje posta¢:

(

7
∑

i=0

x2
i

)

·
(

7
∑

i=0

y2
i

)

=
7
∑

i=0

z2
i . (A.6)



122 DODATEK A. W�ASNO�CI MACIERZY HURWITZA-RADONARozwi¡zanie z0, z1, . . . , z7 zostanie znalezione znów dzi�ki ortogonalnym ma
ierzomsko±no-symetry
znym posta
i:
A :=

























0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

−a1 0 a3 −a2 a5 −a4 −a7 a6

−a2 −a3 0 a1 a6 a7 −a4 −a5

−a3 a2 −a1 0 a7 −a6 a5 −a4

−a4 −a5 −a6 −a7 0 a1 a2 a3

−a5 a4 −a7 a6 −a1 0 −a3 a2

−a6 a7 a4 −a5 −a2 a3 0 −a1

−a7 −a6 a5 a4 −a3 −a2 a1 0























i pomno»eniu taki
h ma
ierzy: X · Y = Z jak (A.5). Wów
zas:






























































z0 = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4 − x5y5 − x6y6 − x7y7

z1 = x0y1 + x1y0 − x2y3 + x3y2 − x4y5 + x5y4 + x6y7 − x7y6

z2 = x0y2 + x1y3 + x2y0 − x3y1 − x4y6 − x5y7 + x6y4 + x7y5

z3 = x0y3 − x1y2 + x2y1 + x3y0 − x4y7 + x5y6 − x6y5 + x7y4

z4 = x0y4 + x1y5 + x2y6 + x3y7 + x4y0 − x5y1 − x6y2 − x7y3

z5 = x0y5 − x1y4 + x2y7 − x3y6 + x4y1 + x5y0 + x6y3 − x7y2

z6 = x0y6 − x1y7 − x2y4 + x3y5 + x4y2 − x5y3 + x6y0 + x7y1

z7 = x0y7 + x1y6 − x2y5 − x3y4 + x4y3 + x5y2 − x6y1 + x7y0Ma
ierze HR o elementa
h rze
zywisty
h dla N = 8 otrzymano przy nast�puj¡
y
hwarunka
h:


























x0 = y0 = 0
7
∑

i=1
x2

i =
7
∑

i=1
y2

i = 1

7
∑

i=1
xi · yi = 0Uwaga:Mno»enie siedmiu ma
ierzy HR o wymiara
h N = 8 nie przebiega tak, jak mno»e-nie bazowy
h jednostek urojony
h w przypadku oktonionów (Tab.A.3): ilo
zyndwó
h ma
ierzy HR dla N = 8 nie nale»y do tej samej rodziny (A.1).Przez nast�pne póª wieku próbowano rozszerzy¢ równanie (A.1.1) dla N = 16.Bez skutku. W roku 1898 Hurwitz udowodniª [36℄, »e rozpatrywane równo±
i formkwadratowy
h maj¡ rozwi¡zanie dla maksymalnego wymiaru N = 8. Niedªugopotem okazaªo si�, »e ma to zwi¡zek z li
zb¡ Radona ρ(N), gdy» ρ(N) = N tylko dla

N = 1, 2, 4, 8. Hurwitz posªu»yª si� aparatem algebry liniowej. Zde�niowaª formuª�kompozy
ji o wymiarze [r, s, n] jako:
(

r−1
∑

i=0

x2
i

)

·
(

s−1
∑

i=0

y2
i

)

=

n−1
∑

i=0

z2
i .Wtedy wªa±nie pojawiªy si� równania ma
ierzy Hurwitza:

AjAk + AkAj = 0; A2
j = −1; A−1

j = AT
j = −Aj dla j 6= k; j, k = 1 . . . n. (A.7)Hurwitz udowodniª, i» kompozy
ja [n, n, n] za
hodzi tylko dla n = 1, 2, 4, 8.Wyniki Hurwitza zostaªy opublikowane [37℄ w roku 1923 (ju» po jego ±mier
i w 1919).



A.1. RYS HISTORYCZNY 123Równo
ze±nie ma
ierzami speªniaj¡
ymi (A.7) zajmowaª si� Radon, którego wynikibada« ukazaªy si� tak»e w 1923 roku [84℄. Pokazali oni, i» istnieje maksymalnie
ρ(n) − 1 ma
ierzy o wªasno±
ia
h (A.7) dla danego n ∈ N+. Li
zba Radona ρ(n)mo»e by¢ wyli
zona równie» tak:

ρ(2m · k) = ρ(2m) dla k nieparzystego;
ρ(n) = n dla n = 1, 2, 4, 8;

ρ(16n) = ρ(n) + 8 dla n > 0.Wªasno±¢ D.1Nie
h A1, . . . , As b�dzie zbiorem ortogonalny
h ma
ierzy Hurwitza-Radona (A.1)oraz A0 = I (ma
ierz identy
zno±
iowa). Nie
h α0, α1, . . . , αs b�dzie zbiorem li
zbrze
zywisty
h speªniaj¡
y
h zale»no±¢:
s
∑

i=0

α2
i = 1 (warunek normaliza
yjny).St¡d nast�puj¡
a ma
ierz:

A(α) =

s
∑

i=0

αiAi (A.8)jest ortogonalna [47℄.Uzasadnienie: kombina
ja liniowa sko±no-symetry
zny
h ma
ierzy ortogonalny
h(A.8) jest ma
ierz¡ ortogonaln¡. Dodatkowo dzi�ki warunkowi normaliza
yjnemu
∑s

i=0 α2
i = 1 ka»dy wiersz i kolumna ma
ierzy A(α) posiada norm� równ¡ jeden.Uwagi: Rodzina ma
ierzy HR razem z ma
ierz¡ identy
zno±
iow¡ IN mog¡sªu»y¢ jako baza w RN dla N = 1, 2, 4, 8 poniewa» tylko wtedy li
zba Radona

ρ(N) = N .Ka»d¡ sko±no-symetry
zn¡ ma
ierz dany
h o wymiara
h N = 2, 4, 8 mo»na za-pisa¢ jako kombina
j� liniow¡ ma
ierzy HR i ma
ierzy jednostkowej.Li
zb� Radona mo»na znale¹¢ równie» tak: nie
h N = c · 16α · 2β, c�li
zbanieparzysta, β = 0, 1, 2, 3. Wtedy ρ(N) = 8α + 2β.Badanie form kwadratowy
h [23, 28, 64, 89, 90℄ przy
zyniªo si� do zde�niowaniarodziny ma
ierzy HR oraz do okre±lenia i
h zwi¡zku z li
zbami w przestrzenia
h R2(li
zby zespolone), R4 (kwaterniony) i R8 (oktoniony).A.1.2 Problem Hurwitza-Radona-E
kmannaProblem rodziny ma
ierzy HR ma zwi¡zek z matematy
znym problemem Hurwitza-Radona-E
kmanna (HRE). Klasy
zny problem HRE po raz pierwszy pojawiª si�pod
zas poszukiwania maksymalnej li
zby liniowo niezale»ny
h pól wektorowy
h nasferze SN−1 ⊂ RN . Problem HRE mo»e by¢ sformuªowany nastepuj¡
o: znajd¹maksymaln¡ ilo±¢ unitarny
h, anty-symetry
zny
h operatorów liniowy
h w przestrzeniHilberta Rn (n ma warto±¢ sko«
zon¡), Ui : Rn → Rn speªniaj¡
y
h warunki:
U2

i = −I, UiUj = −UjUi dla i 6= j. (A.9)Operator unitarny (lub ortogonalny): U∗ = U−1, I jest operatorem jednostkowym.Problem HRE pojawia si� w wielu ró»ny
h aspekta
h algebry i topologii. Okazujesi�, »e rozwi¡zaniem problemu HRE, podobnie jak maksymalna wielko±¢ rodzinyma
ierzy HR, jest li
zba ρ(n) − 1, gdzie ρ(n) jest li
zb¡ Radona [105℄. Warto za-uwa»y¢, »e warunki (A.9) s¡ identy
zne jak (A.1).



124 DODATEK A. W�ASNO�CI MACIERZY HURWITZA-RADONAA.2 Konstruowanie rodziny ma
ierzy HRRodzina ma
ierzy HRmo»e skªada¢ si� z ma
ierzy o elementa
h 
aªkowity
h {−1, 0, 1}lub rze
zywisty
h z przedziaªu [−1; 1]. Ilo±¢ ma
ierzy w jednej rodzinie zale»y odwymiaru ma
ierzy (A.2).
A.2.1 Ma
ierze HR o elementa
h 
aªkowity
hPrzykªady rodzin ma
ierzy HR o elementa
h 
aªkowity
h {−1, 0, 1}:a. N = 4, ρ(N) = 4 , smax = 3.Trzy ma
ierze rodziny HR maj¡ posta¢:

A =









0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0









, B =









0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0









, C =









0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0









.

b. N = 8, ρ(N) = 8 , smax = 7.Siedem ma
ierzy rodziny HR dany
h jest nast�puj¡
o:
A1 =

























0 1 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0

























A2 =

























0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0

























A3 =

























0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0

























A4 =

























0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
−1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
























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A5 =

























0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0
0 −1 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0

























A6 =

























0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0

























A7 =

























0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0
























. N = 12, ρ(N) = 4.Z zale»no±
i (A.2) otrzymuje si�:
N = 12 = 22 · 3, sk¡d a = 2 = 4 · 0 + 2, wi�
 c = 0, d = 2 oraz smax =
8 · 0 + 22 − 1 = 3.Rodzina HR dla wymiaru N = 12 zawiera trzy ma
ierze o elementa
h 
aªko-wity
h, zbudowany
h z ma
ierzy Ai(4) o wymiara
h 4 × 4 dla i = 1, 2, 3:

Ai(12) =





Ai(4) 0 0
0 Ai(4) 0
0 0 Ai(4)



 . (A.10)Dla N > 12 nie b�d¡
y
h posta
i 2k mo»liwe jest stosowanie metody analogi-
znej do (A.10), np. dla N = 24: smax = 7, i = 1, 2, . . . 7; siedem ma
ierzyzostanie skonstruowany
h z ma
ierzy Ai(8) o wymiara
h 8 × 8:
Ai(24) =





Ai(8) 0 0
0 Ai(8) 0
0 0 Ai(8)



 .d. N = 16, ρ(N) = 9 , smax = 8.Rodzina Hurwitza-Radona dla wymiaru N = 16 zawiera osiem ma
ierzy o ele-menta
h 
aªkowity
h [101℄. Struktura ty
h ma
ierzy powstaje przez wykorzys-tanie rodziny ma
ierzy dla N = 8:






























Ai(16) =

[

Ai(8) 0

0 −Ai(8)

] dla i = 1, 2 . . . , 7 oraz
A8(16) =

[

0 I8

−I8 0

]

(A.11)Gdzie:
Ai(8) � ma
ierze Hurwitza-Radona dla N = 8,0 � ma
ierz zerowa,
I8 � ma
ierz jednostkowa.



126 DODATEK A. W�ASNO�CI MACIERZY HURWITZA-RADONAe. Sposób (A.11) mo»na wykorzysta¢ [101℄ dla N = 32, ρ(N) = 10, smax = 9.
Ai(32) =

[

Ai(16) 0
0 −Ai(16)

] dla i = 1, 2 . . . , 8 oraz
A9(32) =

[

0 I16

−I16 0

]

.

(A.12)f. Dla N > 32 i N posta
i 2k mo»liwe jest stosowanie metody analogi
znej do(A.11) i (A.12), le
z wów
zas nie otrzyma si� maksymalnej rodziny HR.Metoda uzyskania najli
zniejszej rodziny HR [101℄:Je»eli N = 2 · n · k i dla wymiaru n istnieje s ma
ierzy, a dla wymiaru k dano
t ma
ierzy, to dla N rodzina li
zy s + t + 1 ma
ierzy. Czyli np. 64 = 2 · 4 · 8, n = 4,
s = 3, k = 8, t = 7, s + t + 1 = 11. Dla N = 128 = 2 · 8 · 8, 7 + 7 + 1 = 15 (mo»nawykorzysta¢ jedn¡ rodzin� siedmiu ma
ierzy HR 8×8). Metoda budowy rodziny dla
N = 2 · n · k jest nast�puj¡
a. Korzysta si� z pomo
ni
zy
h ma
ierzy 2 × 2 [13℄:

R :=

[

0 1
−1 0

]

, P :=

[

0 1
1 0

]

, Q :=

[

1 0
0 −1

]

.Nie
h Ai, i = 1, 2, . . . , s jest rodzin¡ ma
ierzy HR o wymiarze n, natomiast Lj,
j = 1, 2, . . . , t ozna
za rodzin� ma
ierzy HR o wymiarze k; Ik, In, Ink to ma
ierzejednostkowe o wymiara
h: k, n, n · k.Wów
zas rodzin� zªo»on¡ z s+ t+1 ma
ierzy mo»na zbudowa¢ wg nast�puj¡
egosposobu:
{P⊗Ik⊗Ai dla i = 1, 2, . . . , s}∪{Q⊗Lj⊗In dla j = 1, 2, . . . , t}∪{R⊗Ink}, (A.13)gdzie:
⊗ � ilo
zyn tensorowy ma
ierzy, tzn. np. [ a b

c d

]

⊗ A =
[

a·A b·A
c·A d·A

].Metoda (A.13) pozwala na zbudowanie maksymalnej rodziny ma
ierzy HR wy-miaru N .A.2.2 Ma
ierze HR o elementa
h rze
zywisty
hRodzina ma
ierzy HR o elementa
h rze
zywisty
h mo»e zawiera¢ maksymalnie tylesamo ma
ierzy, ile rodzina ma
ierzy o elementa
h 
aªkowity
h danego wymiaru.Ma
ierze HR dla N = 4Szukane s¡ trzy ma
ierze HR:
A =









0 x y z
−x 0 −z y
−y z 0 −x
−z −y x 0









, B =









0 a b c
−a 0 −c b
−b c 0 −a
−c −b a 0









, C =









0 d e f
−d 0 −f e
−e f 0 −d
−f −e d 0









.Metoda znalezienia dowolnej rodziny jest nast�puj¡
a:W ma
ierzy A ustalono li
zby rze
zywiste x, y, z tak, aby x2 + y2 + z2 = 1.Wybrano dowoln¡ li
zb� a ∈ [−1; 1] i dany jest wtedy ukªad równa«:
{

a2 + b2 + c2 = 1

ax + by + cz = 0



A.2. KONSTRUOWANIE RODZINY MACIERZY HR 127Rozwi¡zanie:
b1 =

z
√

y2 + z2 − a2 − axy

y2 + z2
,lub

b2 =
−z
√

y2 + z2 − a2 − axy

y2 + z2
.Nale»y wybra¢ jedn¡ warto±¢ b (b1 lub b2) i obli
zy¢ c:

c :=
−ax − by

z
.Analogi
znie mo»na obli
zy¢ elementy ma
ierzy C po rozwi¡zaniu ukªadurówna«:











e2 + f2 + d2 = 1

dx + ey + fz = 0

ad + be + cf = 0

d =
bz − cy

√

(cx − az)2 + (bx − ay)2 + (bz − cy)2
,

e =
d(cx − az)

bz − cy
,

f =
−ad − be

c
,(dwie mo»liwo±
i d ró»ni¡ si� tylko znakiem).Przykªad trze
h ma
ierzy rodziny HR:

A =









0 0.43 0.3 0.852
−0.43 0 −0.852 0.3
−0.3 0.852 0 −0.43
−0.852 −0.3 0.43 0









,

B =









0 0.35 0.814 −0.464
−0.35 0 0.464 0.814
−0.814 −0.464 0 −0.35
0.464 −0.814 0.35 0









,

C =









0 0.832 −0.497 −0.245
−0.832 0 0.245 −0.497
0.497 −0.245 0 −0.832
0.245 0.497 0.832 0









.Uwaga: Je»eli dane s¡ dwie ma
ierze HR wymiaru N = 4, to trze
i¡ ma
ierzmo»na obli
zy¢ na podstawie zale»no±
i: B ·A = C, A ·C = B, C ·B = A. Wªasno±¢
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harakterysty
zna dla kwaternionów bazowy
h i, j, k. Mno»enie ma
ierzyHurwitza-Radona A,B,C dla N = 4 jest identy
zne jak dla kwaternionów bazowy
h
i, j, k (Tab. A.1 i A.2).W dowolnej rodzinie trze
h ma
ierzy HR o wymiarze N = 4 za
hodzi:

A · B · C = ±I.Wªasno±¢ D.2Je»eli ρ(N) = 4, to wów
zas rodzina ma
ierzy HR wraz z ma
ierz¡ identy
zno±-
iow¡ jest grup¡ [4,5℄ ze wzgl�du na mno»enie (z dokªadno±
i¡ do znaku).Uzasadnienie: Dla N = 4 wªasno±¢ D.2 wynika z Tab. A.2. Wszystkie rodzinyma
ierzy HR, dla który
h ρ(N) = 4, s¡ izomor�
zne. Izomor�zm ϕ : M1 → M2 jestzde�niowany nast�puj¡
o:
ϕ(A1) =













A1 0 0 0 0
0 A1 0 0 0
0 0 . 0 0
0 0 0 . 0
0 0 0 0 A1













= A2.Wów
zas za
hodzi:
ϕ(A1 · B1) = ϕ(C1) = C2 = A2 · B2 = ϕ(A1) · ϕ(B1)dla dowolny
h ma
ierzy A1, B1, C1 z rodziny M1 oraz A2, B2, C2 z rodziny M2.Ma
ierze HR dla N = 8Posta¢ sko±no-symetry
znej, ortogonalnej ma
ierzy HR jest nast�puj¡
a:

A :=

























0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

−a1 0 a3 −a2 a5 −a4 −a7 a6

−a2 −a3 0 a1 a6 a7 −a4 −a5

−a3 a2 −a1 0 a7 −a6 a5 −a4

−a4 −a5 −a6 −a7 0 a1 a2 a3

−a5 a4 −a7 a6 −a1 0 −a3 a2

−a6 a7 a4 −a5 −a2 a3 0 −a1

−a7 −a6 a5 a4 −a3 −a2 a1 0























Maksymalnie 7 ma
ierzy o elementa
h rze
zywisty
h zostanie znaleziony
h porozwi¡zaniu kolejny
h ukªadów równa«. Ilo±¢ równa« to m = 2, 3, . . . , 7, z który
hjedno jest kwadratowe, reszta liniowe, wi�
 takie ukªady mo»na ªatwo rozwi¡za¢.Elementami pierwszej ma
ierzy s¡ dowolne li
zby rze
zywiste speªniaj¡
e (A.14).Dla m = 2, 3, . . . , 7 zrobiono zaªo»enie, i» w
ze±niej znaleziono (m − 1) ma
ierzy.Ozna
zono elementy szukanej kolejnej ma
ierzy jako b1, b2, . . . , b7, z który
h m li
zbjest niewiadomy
h, a pozostaªe (7 − m) li
zb mo»na ustali¢ dowolnie tak, aby:
7−m
∑

i=1

bi
2 < 1.Ukªad równa« stanowi jedno równanie kwadratowe:

7
∑

i=1

b2
i = 1 (A.14)
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h zapisany
h jako
U ·
[

b1 b2 b3 b4 b5 b6 b7

]T
= 0,gdzie:

U � ma
ierz o wymiara
h (m−1)×7, której ka»dy wiersz zawiera wspóª
zynnikiw
ze±niej wyzna
zony
h (m − 1) ma
ierzy (s¡ to pierwsze wiersze ka»dej zeznany
h ju» ma
ierzy, z wyj¡tkiem elementu 0 na przek¡tnej).Ponadto przy szukaniu ostatniej (siódmej) ma
ierzy mo»na wykorzysta¢ fakt, i»dla N = 8 ilo
zyn sze±
iu ma
ierzy HR jest ma
ierz siódm¡ (z dokªadno±
i¡ doznaku), np. A · B · C · D · E · F = ±G.Uwaga:W dowolnej rodzinie ma
ierzy HR: {A,B,C,D,E, F,G} o wymiarze N = 8 za-
hodzi A · B · C · D · E · F · G = ±I.Przykªad rodziny zªo»onej z siedmiu ma
ierzy HR jest nast�puj¡
y:
A =

























0 0.2 0.23 0.15 0.32 0.26 0.21 −0.819
−0.2 0 0.15 −0.23 0.26 −0.32 0.819 0.21
−0.23 −0.15 0 0.2 0.21 −0.819 −0.32 −0.26
−0.15 0.23 −0.2 0 −0.819 −0.21 0.26 −0.32
−0.32 −0.26 −0.21 0.819 0 0.2 0.23 0.15
−0.26 0.32 0.819 0.21 −0.2 0 −0.15 0.23
−0.21 −0.819 0.32 −0.26 −0.23 0.15 0 −0.2
0.819 −0.21 0.26 0.32 −0.15 −0.23 0.2 0

























,

B =

























0 0.14 0.35 0.4 0.2 −0.362 0.644 0.334
−0.14 0 0.4 −0.35 −0.362 −0.2 −0.334 0.644
−0.35 −0.4 0 0.14 0.644 0.334 −0.2 0.362
−0.4 0.35 −0.14 0 0.334 −0.644 −0.362 −0.2
−0.2 0.362 −0.644 −0.334 0 0.14 0.35 0.4
0.362 0.2 −0.334 0.644 −0.14 0 −0.4 0.35
−0.644 0.334 0.2 0.362 −0.35 0.4 0 −0.14
−0.334 −0.644 −0.362 0.2 −0.4 −0.35 0.14 0

























,

C =

























0 0.23 −0.3 0.15 −0.1 −0.807 −0.22 −0.353
−0.23 0 0.15 0.3 −0.807 0.1 0.353 −0.22
0.3 −0.15 0 0.23 −0.22 −0.353 0.1 0.807

−0.15 −0.3 −0.23 0 −0.353 0.22 −0.807 0.1
0.1 0.807 0.22 0.353 0 0.23 −0.3 0.15

0.807 −0.1 0.353 −0.22 −0.23 0 −0.15 −0.3
0.22 −0.353 −0.1 0.807 0.3 0.15 0 −0.23
0.353 0.22 −0.807 −0.1 −0.15 0.3 0.23 0

























,

D =

























0 0.43 −0.13 0.5 −0.663 0.326 0.047 0.017
−0.43 0 0.5 0.13 0.326 0.663 −0.017 0.047
0.13 −0.5 0 0.43 0.047 0.017 0.663 −0.326
−0.5 −0.13 −0.43 0 0.017 −0.047 0.326 0.663
0.663 −0.326 −0.047 −0.017 0 0.43 −0.13 0.5
−0.326 −0.663 −0.017 0.047 −0.43 0 −0.5 −0.13
−0.047 0.017 −0.663 −0.326 0.13 0.5 0 −0.43
−0.017 −0.047 0.326 −0.663 −0.5 0.13 0.43 0

























,
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E =

























0 0.4 −0.3 −0.66 −0.148 −0.013 0.54 −0.031
−0.4 0 −0.66 0.3 −0.013 0.148 0.031 0.54
0.3 0.66 0 0.4 0.54 −0.031 0.148 0.013
0.66 −0.3 −0.4 0 −0.031 −0.54 −0.013 0.148
0.148 0.013 −0.54 0.031 0 0.4 −0.3 −0.66
0.013 −0.148 0.031 0.54 −0.4 0 0.66 −0.3
−0.54 −0.031 −0.148 0.013 0.3 −0.66 0 −0.4
0.031 −0.54 −0.013 −0.148 0.66 0.3 0.4 0

























,

F =

























0 0.24 0.79 −0.331 −0.348 −0.164 −0.244 −0.031
−0.24 0 −0.331 −0.79 −0.164 0.348 0.031 −0.244
−0.79 0.331 0 0.24 −0.244 −0.031 0.348 0.164
0.331 0.79 −0.24 0 −0.031 0.244 −0.164 0.348
0.348 0.164 0.244 0.031 0 0.24 0.79 −0.331
0.164 −0.348 0.031 −0.244 −0.24 0 0.331 0.79
0.244 −0.031 −0.348 0.164 −0.79 −0.331 0 −0.24
0.031 0.244 −0.164 −0.348 0.331 −0.79 0.24 0

























,

G =

























0 −0.696 0.057 −0.011 −0.515 −0.127 0.373 −0.302
0.696 0 −0.011 −0.057 −0.127 0.515 0.302 0.373
−0.057 0.011 0 −0.696 0.373 −0.302 0.515 0.127
0.011 0.057 0.696 0 −0.302 −0.373 −0.127 0.515
0.515 0.127 −0.373 0.302 0 −0.696 0.057 −0.011
0.127 −0.515 0.302 0.373 0.696 0 0.011 0.057
−0.373 −0.302 −0.515 0.127 −0.057 −0.011 0 0.696
0.302 −0.373 −0.127 −0.515 0.011 −0.057 −0.696 0

























.

Je»eli zaistnieje sytua
ja, »e nale»y wyzna
zy¢ tylko dwie lub trzy ma
ierze HRz jednej rodziny o wymiara
h 8 × 8, to mo»na skorzysta¢ z konkretny
h wzorówi unikn¡¢ rozwi¡zywania ukªadów równa«. Sposób jest nast�puj¡
y: w ma
ierzy Aelementy od a1 do a7 s¡ dowolne. W ma
ierzy Bustalono dowolne li
zby b1, b2, b3, b4.Obli
zono:
x1 = b2

1 + b2
2 + b2

3 + b2
4,

y1 = a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4.Element b5 wyzna
zono nast�puj¡
o:
b51 = −

1

2

2y1a5 −

q
−4a4

7
x1 + 2a4

7
− 4a2

7
y2
1

+ 4a2
6
a2
7
− 8a2

6
x1a2

7
− 4a2

6
y2
1

+ 2a4
6
− 4a4

6
x1 − 4a2

5
a2
7

+ 2a2
5
a2
6
− 4a2

5
x1a2

6

a2
7

+ a2
6

+ a2
5

b51 = −

1

2

2y1a5 +

q
−4a4

7
x1 + 2a4

7
− 4a2

7
y2

1
+ 4a2

6
a2

7
− 8a2

6
x1a2

7
− 4a2

6
y2

1
+ 2a4

6
− 4a4

6
x1 − 4a2

5
a2

7
+ 2a2

5
a2

6
− 4a2

5
x1a2

6

a2
7

+ a2
6

+ a2
5

Przyj�to jako b5 jedn¡ z warto±
i b51 albo b52. Elementy od b1 do b5 b�d¡ wspólnedla dwó
h ma
ierzy B1 i B2. Pozostaªe dwa elementy b61 i b71 oraz b62 i b72 w dwó
h
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ierza
h obli
zono tak:
x = b2

1 + b2
2 + b2

3 + b2
4 + b2

5,

y = a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4 + a5b5,

c =
√

(1 − x)
(

a2
6 + a2

7

)

− y2,

b61
=

−ya6 + ca7

a2
6 + a2

7

,

b62
=

−ya6 − ca7

a2
6 + a2

7

,

b71
=

−y − a6b61

a7
,

b72
=

−y − a6b62

a7
.Przykªad rodziny zªo»onej z trze
h ma
ierzy HR:

A =

























0 0.2 0.23 0.15 0.32 0.26 0.21 −0.819
−0.2 0 0.15 −0.23 0.26 −0.32 0.819 0.21
−0.23 −0.15 0 0.2 0.21 −0.819 −0.32 −0.26
−0.15 0.23 −0.2 0 −0.819 −0.21 0.26 −0.32
−0.32 −0.26 −0.21 0.819 0 0.2 0.23 0.15
−0.26 0.32 0.819 0.21 −0.2 0 −0.15 0.23
−0.21 −0.819 0.32 −0.26 −0.23 0.15 0 −0.2
0.819 −0.21 0.26 0.32 −0.15 −0.23 0.2 0

























,

B1 =

























0 0.14 0.35 0.4 0.2 −0.362 −0.726 −0.017
−0.14 0 0.4 −0.35 −0.362 −0.2 0.017 −0.726
−0.35 −0.4 0 0.14 −0.726 −0.017 −0.2 0.362
−0.4 0.35 −0.14 0 −0.017 0.726 −0.362 −0.2
−0.2 0.362 0.726 0.017 0 0.14 0.35 0.4
0.362 0.2 0.017 −0.726 −0.14 0 −0.4 0.35
0.726 −0.017 0.2 0.362 −0.35 0.4 0 −0.14
0.017 0.726 −0.362 0.2 −0.4 −0.35 0.14 0

























,

B2 =

























0 0.14 0.35 0.4 0.2 −0.362 0.644 0.334
−0.14 0 0.4 −0.35 −0.362 −0.2 −0.334 0.644
−0.35 −0.4 0 0.14 0.644 0.334 −0.2 0.362
−0.4 0.35 −0.14 0 0.334 −0.644 −0.362 −0.2
−0.2 0.362 −0.644 −0.334 0 0.14 0.35 0.4
0.362 0.2 −0.334 0.644 −0.14 0 −0.4 0.35
−0.644 0.334 0.2 0.362 −0.35 0.4 0 −0.14
−0.334 −0.644 −0.362 0.2 −0.4 −0.35 0.14 0

























.

Ma
ierze HR dla N = 2k i N >8 lub N 6= 2kRodzina ma
ierzy HR o elementa
h rze
zywisty
h i wymiarze N = 2k, N > 8 lub
N 6= 2k jest zbudowana tak, jak rodziny ma
ierzy HR o elementa
h 
aªkowity
hwedªug wzorów (A.10), (A.11), (A.12) i (A.13). Np. dla N = 40 = 5 · 8 istnieje



132 DODATEK A. W�ASNO�CI MACIERZY HURWITZA-RADONAsiedem ma
ierzy (podobnie jak dla N = 8), które powstaj¡ nast�puj¡
o:
M40 =













A 0 0 0 0
0 A 0 0 0
0 0 −A 0 0
0 0 0 A 0
0 0 0 0 −A













.gdzie:
A � ma
ierz¡ HR o wymiarze 8 × 8 (ze znakiem + lub -),
0 � ma
ierz¡ zerow¡ 8 × 8.W rozdziale 2 i kolejny
h wyst�puj¡ kombina
je liniowe rodziny ma
ierzy HRo elementa
h 
aªkowity
h i wymiarze N = 2, 4, 8. Szersza wiedza na temat ma
ierzyHR pozwala na lepsze zrozumienie omawiany
h zagadnie«.A.3 Ce
hy ma
ierzy HRA.3.1 Teoria grafów a ma
ierze HRZagadnienie budowy i wykorzystania rodziny ma
ierzy Hurwitza-Radona mo»e zosta¢rozwa»one nie tylko jako temat w algebrze 
zy topologii [29,105℄, ale tak»e w teoriigrafów [20,39,111℄.Przypomnijmy, »e grafem nazwano struktur� G = {V,E}, gdzie V jest zbioremwierz
hoªków, a E zbiorem kraw�dzi [1, 10, 32, 77℄. Nie
h V = {1, 2, . . . , N}, E =

{(i, j) dlai, j ∈ V }, gdzie dla kraw�dzi (i, j): i ozna
za wierz
hoªek po
z¡tkowy,
j wierz
hoªek ko«
owy.Dla N = 2 jedyna ma
ierz HR ma posta¢: A =

[

0 1
−1 0

].Graf skierowany G1 odpowiadaj¡
y tej ma
ierzy wierz
hoªków (s¡siedztwa) jestnast�puj¡
y: V = {1, 2}, E = {(1, 2)}. Posiada on ma
ierz in
yden
ji [ 1 −1 ].De�ni
ja A.3. Grafy odpowiadaj¡
e ma
ierzom HR zwane s¡ grafami HR.Przepustowo±¢ kraw�dzi okre±lono jako wspóª
zynnik przyporz¡dkowany danejkraw�dzi i ozna
zony p(i, j). Ma
ierze HR s¡ sko±no-symetry
zne i tak¡ sam¡ wªas-no±¢ mo»na przypisa¢ grafom HR, poniewa» zawsze p(i, j) = −p(j, i). Dla N = 2:
p(1, 2) = 1, p(2, 1) = −1.De�ni
ja A.4. Graf jest zde�niowany jako graf peªny (skierowany) (ozn. GP),je»eli wszystkie pary wierz
hoªków s¡ poª¡
zone kraw�dziami, 
zyli p(i, j) 6=0 dlaka»dej pary ró»ny
h wierz
hoªków.

Rysunek A.1. Graf peªny skierowany o dwó
h wierz
hoªka
hGraf G1 dla N = 2 (Rys.A.1) jest grafem peªnym skierowanym. Brak kraw�dzi
(i, j) jest równowa»ne temu, i» p(i, j) = 0. W 
elu znalezienia bazy ortogonalnej doma
ierzy A nale»y doª¡
zy¢ ma
ierz jednostkow¡ I = [ 1 0

0 1 ]. Graf G0 odpowiadaj¡
ytej ma
ierzy jest nast�puj¡
y: V = {1, 2}, E = {(1, 1); (2, 2)}, 
zyli ma dwie p�tle.



A.3. CECHY MACIERZY HR 133Graf peªny, który posiada wszystkie p�tle, jest grafem peªnym z p�tlami (GPP).Je»eli graf peªny (GP) ma N wierz
hoªków, to ilo±¢ kraw�dzi wynosi N(N − 1)/2.Natomiast graf peªny z p�tlami (GPP) ma N(N + 1)/2 kraw�dzi.Wprowadzono nast�puj¡
e opera
je na dowolny
h grafa
h:suma grafów: je»eli G1 = {V1, E1} i G2 = {V2, E2}, to
G1 ∪ G2 = {V1 ∪ V2, E1 ∪ E2};ilo
zyn grafów: je»eli G1 = {V1, E1} i G2 = {V2, E2}, to
G1 ∩ G2 = {V1 ∩ V2, E1 ∩ E2};ró»ni
a grafów: je»eli G1 = {V1, E1} i G2 = {V2, E2}, to
G1 − G2 = {V1 − V2, E1 − E2}.Zde�niowano dziaªania na dwó
h grafa
h o taki
h samy
h zbiora
h wierz
hoªków:dopeªnienie grafu: G = {V,E} jest grafem G′ = {V,E′}, je»eli G ∪ G′ = GP,

E ∩ E′ = ∅;je»eli G = {V,E} jest grafem o przepustowo±
ia
h p(i, j), to c · G = {V,E} jestgrafem o przepustowo±
ia
h c · p(i, j), gdzie c ∈ R;je»eli G1 = {V,E1} i G2 = {V,E2}, to G1 + G2 jest grafem o przepustowo±
ia
h
p(i, j) = p1(i, j) + p2(i, j);je»eli G1 = {V,E1} i G2 = {V,E2}, to G1 · G2 jest grafem o przepustowo±
ia
h:

p(i, j) =

N
∑

k=1

p1(i, k) · p2(k, j).Graf G1 = {V,E1} jest grafem odwrotnym do G2 = {V,E2}, je»eli G2 · G1 =
G1 · G2 = J , gdzie J jest grafem, w którym E = {(1, 1), (2, 2), . . . , (N,N)} orazdla ka»dego wierz
hoªka i: p(i, i) = 1 (graf jednostkowy J). Dla grafów HR grafemodwrotnym do G jest graf −G(c = −1).Promieniem wierz
hoªka i jest li
zba r(i) =

∑N
j=1 p(i, j)2.Uwaga:Grafy HR maj¡ dla ka»dego wierz
hoªka promie«

r(i) = 1 . (A.15)De�ni
ja A.5. Dwa grafy: G1={V,E1} o przepustowo±
ia
h p1 i G2={V,E2} o prze-pustowo±
ia
h p2 s¡ ortogonalne, je»eli dla ka»dego wierz
hoªka i za
hodzi:
N
∑

j=1

p1(i, j) · p2(i, j) = 0. (A.16)
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Rysunek A.2. Przykªad grafów ortogonalny
h o wierz
hoªka
h 1,2

Rysunek A.3. Przykªad GPP o dwó
h wierz
hoªka
hDla N = 2, 4, 8 zbiór {G1, G2...GN−1} jest zbiorem grafów ortonormalny
h (or-togonalny
h grafów o r(i) = 1), które wraz z grafem jednostkowym J = G0 s¡ baz¡ortonormaln¡. Dla dowolny
h Ngrafów bazowy
h za
hodzi:
G0 ∪ G1 ∪ . . . ∪ GN−1 = GPP.W przypadku ma
ierzy HR o elementa
h 
aªkowity
h: 0,−1, 1 , dla ka»dej parygrafów G1 = {V,E1} i G2 = {V,E2}: E1 ∩ E2 = ∅. Dla ma
ierzy HR o elementa
hrze
zywisty
h warunek E1 ∩ E2 = ∅ zostanie uogólniony do (A.16).Uwaga:Dla N /∈ {1, 2, 4, 8} : ρ(N) < N , 
o ozna
za, i» mo»na znale¹¢ jedynie baz�nieortogonaln¡.W przypadku N = 4 trzy ma
ierze HR o elementa
h 
aªkowity
h maj¡ posta¢:

A =









0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0









, B =









0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0









, C =









0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0









.Otrzymano trzy skierowane grafy bazowe dla V = {1, 2, 3, 4}: G1 = {V,E1},
E1 = {(1, 2); (4, 3)}; G2 = {V,E2}, E2 = {(1, 3); (2, 4)}; G3 = {V,E3}, E3 =
{(1, 4); (3, 2)}. Ma
ierze A,B,C mo»na uwa»a¢ za ma
ierze wierz
hoªków (s¡siedztwa)odpowiednio grafów G1, G2, G3. Minus w ma
ierzy s¡siedztwa ozna
za, i» nr wierszajest wierz
hoªkiem ko«
owym, za± nr kolumny wierz
hoªkiem po
z¡tkowym. Ma
ierz
A + B + C jest ma
ierz¡ wierz
hoªków grafu peªnego skierowanego G1 ∪ G2 ∪ G3.Istniej¡ tak»e nast�puj¡
e ma
ierze in
yden
ji:a. dla grafu G1:

[

1 −1 0 0
0 0 −1 1

]

,b. dla grafu G2:
[

1 0 −1 0
0 1 0 −1

]

,
. dla grafu G3:
[

1 0 0 −1
0 −1 1 0

]

.



A.3. CECHY MACIERZY HR 135Uwaga:Ma
ierze HR dowolnego wymiaru o elementa
h 
aªkowity
h przedstawiaj¡ ma
ie-rze wierz
hoªków grafów HR.W przypadku ma
ierzy HR o elementa
h rze
zywisty
h elementy ma
ierzy (a 
oza tym idzie przepustowo±¢ odpowiedni
h kraw�dzi) mo»na znale¹¢ po rozwi¡zaniuukªadu równa« uwzgl�dniaj¡
ego (A.15) i (A.16). Przykªadowa rodzina HR o ele-menta
h rze
zywisty
h jest nast�puj¡
a:
X1 =









0 0.71 −0.5 0.496
−0.71 0 −0.496 −0.5
0.5 0.496 0 −0.71

−0.496 0.5 0.71 0









,

Y1 =









0 −0.198 0.534 0.822
0.198 0 −0.822 0.534
−0.534 0.822 0 0.198
−0.822 −0.534 −0.198 0









,

Z1 =









0 0.676 0.682 −0.28
−0.676 0 0.28 0.682
−0.682 −0.28 0 −0.676
0.28 −0.682 0.676 0









.Teoria grafów pozwala spojrze¢ na ma
ierz HR jako na graf, w którym kraw�dziemaj¡ odpowiednie wagi. Wagi te stanowi¡ wspóªrz�dne wektorów bazowy
h.A.3.2 Ma
ierze HR a li
zby w R
2, R

4, R
8W 
elu podkre±lenia zwi¡zków ma
ierzy HR wymiaru N=2,4,8 z li
zbami zespolonymi,kwaternionami i oktonionami rozpatrzono ma
ierze HR o elementa
h 
aªkowity
h:

−1, 0, 1 [26℄.Li
zby zespoloneDla N = 2 istnieje jedna ma
ierz HR:
A =

[

0 1
−1 0

]

.Nie
h I2 ozna
za ma
ierz jednostkow¡ dla N = 2. Wów
zas ka»dej li
zbie ze-spolonej a + bi odpowiada ma
ierz:
[

a b
−b a

]

= aI2 + bA.Ozna
za to, i» ka»dy element przestrzeni R2 mo»na zapisa¢ jako kombina
j�liniow¡ ma
ierzy HR wymiaru N = 2 oraz ma
ierzy identy
zno±
iowej I2.Uwaga:Ka»da li
zba zespolona posiada kombina
j� liniow¡ ma
ierzy HR wymiaru N = 2oraz ma
ierzy identy
zno±
iowej I2 spe
y�
zn¡ tylko dla danej li
zby przestrzeni R2.



136 DODATEK A. W�ASNO�CI MACIERZY HURWITZA-RADONAKwaternionyDla N = 4 istniej¡ trzy ma
ierze HR:
A1 =









0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0









, A2 =









0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0









, A3 =









0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0









.Nie
h I ozna
za ma
ierz jednostkow¡ dla N = 4. Wów
zas ka»dej li
zbie w R4(zwanej kwaternionem) a + b · i + c · j + d · k (a, b, c, d�li
zby rze
zywiste, i, j, k�bazowe jednostki urojone) odpowiada ma
ierz:








a b c d
−b a −d c
−c d a −b
−d −c b a









= a · I + b · A1 + c · A2 + d · A3.Ozna
za to, i» ka»dy element przestrzeni R4 mo»na zapisa¢ jako kombina
j� liniow¡trze
h ma
ierzy HR wymiaru N = 4 oraz ma
ierzy identy
zno±
iowej I4. Jednostkiurojone speªniaj¡: i2 = j2 = k2 = −1, i · j = −j · i = −k, i · k = −k · i = j, k · j =
−j · k = i. Takie same dziaªania za
hodz¡ dla ma
ierzy A1, A2, A3 odpowiednio(Tab. A.1 i A.2).Uwaga:Ka»dy kwaternion posiada kombina
j� liniow¡ trze
h ma
ierzy HR wymiaru N=4oraz ma
ierzy identy
zno±
iowej I4 spe
y�
zn¡ tylko dla danej li
zby przestrzeni R4.Oktoniony (li
zby Cayley'a)Dla N = 8 istnieje maksymalnie siedem ma
ierzy HR nale»¡
y
h do jednej rodziny:

A :=

























0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

−a1 0 a3 −a2 a5 −a4 −a7 a6

−a2 −a3 0 a1 a6 a7 −a4 −a5

−a3 a2 −a1 0 a7 −a6 a5 −a4

−a4 −a5 −a6 −a7 0 a1 a2 a3

−a5 a4 −a7 a6 −a1 0 −a3 a2

−a6 a7 a4 −a5 −a2 a3 0 −a1

−a7 −a6 a5 a4 −a3 −a2 a1 0























Opis budowy siedmiu ma
ierzy A1, A2, . . . , A7 o elementa
h 
aªkowity
h znajdujesi� w rozdziale A.2.1. Nie
h I ozna
za ma
ierz jednostkow¡ dla N = 8. Wów
zaska»dej li
zbie w R8 o wspóª
zynnika
h rze
zywisty
h: a, b, c, d, e, f, g, h (zwanej ok-tonionem), która ma siedem bazowy
h jednostek urojony
h, odpowiada ma
ierz:
a · I + b · A1 + c · A2 + d · A3 + e · A4 + f · A5 + g · A6 + h · A7.Ozna
za to, i» ka»dy element przestrzeni R8 mo»na zapisa¢ jako kombina
j�liniow¡ siedmiu ma
ierzy HR wymiaru N = 8 oraz ma
ierzy identy
zno±
iowej I8.Uwaga:Ka»dy oktonion posiada kombina
j� liniow¡ siedmiu ma
ierzy HR wymiaru N=8oraz ma
ierzy identy
zno±
iowej I8 spe
y�
zn¡ tylko dla danej li
zby przestrzeni R8.



A.3. CECHY MACIERZY HR 137Rodzina ma
ierzy HR o wymiara
h N = 2, 4, 8 mo»e by¢ traktowana (dzi�kikombina
ji liniowej z ma
ierz¡ identy
zno±
iow¡ IN ) jako przedstawienie dowolnegoelementu odpowiednio przestrzeni R2, R4,R8. Fakt ten znalazª odbi
ie w rozdziale2 i dalszy
h.A.3.3 Kombina
je liniowe ma
ierzy HRTrzy ma
ierze HR o elementa
h 
aªkowity
h dla N=4 wygl¡daj¡ nast�puj¡
o:
A =









0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0









, B =









0 0 1 0
0 0 0 1
−1 0 0 0
0 −1 0 0









, C =









0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0









.Trzy ma
ierze o elementa
h rze
zywisty
h dane s¡ w taki sposób:
W1 = a1 · A + a2 · B + a3 · C,

W2 = b1 · A + b2 · B + b3 · C,

W3 = c1 · A + c2 · B + c3 · C
zyli:




W1

W2

W3



 =





a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3









A
B
C



 ,

M =





a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3



 .przy warunka
h:
3
∑

i=1

a2
i =

3
∑

i=1

b2
i =

3
∑

i=1

c2
i = 1,

3
∑

i=1

ai · bi =
3
∑

i=1

ai · ci =
3
∑

i=1

ci · bi = 0.Wyzna
znik ma
ierzy M zawsze jest równy 1 lub −1.Dowolny wektor s = (s0, s1, s2, s3) mo»na rozªo»y¢ nast�puj¡
o:








s0 s1 s2 s3

−s1 s0 −s3 s2

−s2 s3 s0 −s1

−s3 −s2 s1 s0









= s0 · I + s1 · A + s2 · B + s3 · C

= m0 · I + m1 · W1 + m2 · W2 + m3 · W3

= m0 · I +
[

m1 m2 m3

]

·









a1

b1

c1



A +





a2

b2

c2



B +





a3

b3

c3



C



 .Wspóª
zynniki m1,m2,m3 znalezione zostan¡ po rozwi¡zaniu ukªadu równa« linio-wy
h.



138 DODATEK A. W�ASNO�CI MACIERZY HURWITZA-RADONAAnalogi
znie mo»na post¡pi¢ z siedmioma ma
ierzami dla N = 8.Dla N = 1 (li
zby rze
zywiste) nie istnieje ma
ierz HR, tylko jednostka 1: a =
a · 1. Dla N > 8 li
zba Radona ρ(N) < N i nie mo»na wów
zas znale¹¢ bazyortogonalnej wymiaru N > 8.Uwaga:Je»eli rozpatrzy si� rodzin� ma
ierzy HR o elementa
h rze
zywisty
h z przedziaªu
[−1; 1], to 
h
¡
 zapisa¢ kwaternion 
zy oktonion jako ma
ierz w bazie [38℄, która jestrodzin¡ ma
ierzy HR, nale»y rozwi¡za¢: ukªad 3 równa« liniowy
h z 3 niewiadomymiw przypadku kwaternionów, ukªad 7 równa« liniowy
h z 7 niewiadomymi w przy-padku oktonionów.Przykªad zapisu kwaternionu w ró»ny
h baza
h jest nast�puj¡
y (dla oktonionówobli
zenia przebiegaj¡ analogi
znie). Dany jest kwaternion x0 + x1 · i + x2 · j + x3 · kjako ma
ierz:








x0 x1 x2 x3

−x1 x0 −x3 x2

−x2 x3 x0 −x1

−x3 −x2 x1 x0









= w0 · I + w1 ·









0 a1 a2 a3

−a1 0 −a3 a2

−a2 a3 0 −a1

−a3 −a2 a1 0









+ w2 ·









0 b1 b2 b3

−b1 0 −b3 b2

−b2 b3 0 −b1

−b3 −b2 b1 0









+ w3 ·









0 c1 c2 c3

−c1 0 −c3 c2

−c2 c3 0 −c1

−c3 −c2 c1 0







Wspóª
zynnik w0 = x0. Wspóª
zynniki w1, w2, w3 obli
zone zostan¡ po rozwi¡zaniuukªadu równa«:










x1 = w1 · a1 + w2 · b1 + w3 · c1

x2 = w1 · a2 + w2 · b2 + w3 · c2

x3 = w1 · a3 + w2 · b3 + w3 · c3

(A.17)gdzie:
a1, a2, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3 � dane li
zby z ma
ierzy HR.Wyzna
znik gªówny ukªadu równa« (A.17) zawsze jest równy −1 lub 1.Dla N = 4 zapisano ma
ierze jednej rodziny HR w bazie, któr¡ stanowi¡ ma
ierzedrugiej rodziny HR [40℄. Przykªad dwó
h rodzin HR. Jedna {A,B1, B2}:

A =









0 0.531 0.21 0.821
−0.531 0 −0.821 0.21
−0.21 0.821 0 −0.531
−0.821 −0.21 0.531 0









,

B1 =









0 0.599 0.592 −0.539
−0.599 0 0.539 0.592
−0.592 −0.539 0 −0.599
0.539 −0.592 0.599 0









,

B2 =









0 0.599 −0.778 −0.189
−0.599 0 0.189 −0.778
0.778 −0.189 0 −0.599
0.189 0.778 0.599 0









.



A.3. CECHY MACIERZY HR 139Druga rodzinaHR {X1, Y1, Z1}:
X1 =









0 0.71 −0.5 0.496
−0.71 0 −0.496 −0.5
0.5 0.496 0 −0.71

−0.496 0.5 0.71 0









,

Y1 =









0 −0.198 0.534 0.822
0.198 0 −0.822 0.534
−0.534 0.822 0 0.198
−0.822 −0.534 −0.198 0









,

Z1 =









0 0.676 0.682 −0.28
−0.676 0 0.28 0.682
−0.682 −0.28 0 −0.676
0.28 −0.682 0.676 0









.

Szukane s¡ wspóª
zynniki w1, w2, . . . , w9 takie, aby speªnione byªy równania:










X1 = w1A + w2B1 + w3B2

Y1 = w4A + w5B1 + w6B2

Z1 = w7A + w8B1 + w9B2Rozwi¡zanie:






































































w1 = 0, 679

w2 = −0, 138

w3 = 0, 721

w4 = 0, 682

w5 = −0, 246

w6 = −0, 689

w7 = 0, 272

w8 = 0, 96

w9 = −0, 073Uwaga:Maj¡
 jedn¡ rodzin� ma
ierzy HR mo»na w takiej bazie zapisa¢ drug¡ rodzin�HR i tak znalezione wspóª
zynniki utworz¡ ma
ierze trze
iej rodziny HR: W1,W2,W3(analogi
znie dla ma
ierzy HR o wym. 8 × 8).
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W1 =









0 w1 w2 w3

−w1 0 −w3 w2

−w2 w3 0 −w1

−w3 −w2 w1 0









,

W2 =









0 w4 w5 w6

−w4 0 −w6 w5

−w5 w6 0 −w4

−w6 −w5 w4 0









,

W3 =









0 w7 w8 w9

−w7 0 −w9 w8

−w8 w9 0 −w7

−w9 −w8 w7 0









.Wniosek: dwie rodziny ma
ierzy HR wyzna
zaj¡ trze
i¡ rodzin� HR (maj¡
rodziny A,B1, B2 oraz W1,W2,W3 wyzna
zono rodzin� X1, Y1, Z1).W Dodatku omówiono history
zne zwi¡zki zagadnienia rodziny ma
ierzy HR zró»nymi dziedzinami matematyki: algebra, teoria grafów [24,51,52,59,69,70℄, podanosposoby budowy rodziny ma
ierzy HR ró»ny
h wymiarów o elementa
h 
aªkowity
h irze
zywisty
h, zbadano wªasno±
i kombina
ji liniowej ma
ierzy HR i ma
ierzy identy-
zno±
iowej IN . Podkre±lono wag� ma
ierzy HR o wymiara
h N=2,4,8 w kontek±
ieszukania ortogonalnej bazy oraz zwi¡zek ma
ierzy HR z elementami przestrzeni R2,
R4, R8, 
zyli z li
zbami zespolonymi, kwaternionami i oktonionami (li
zbami Cay-ley'a). Tylko dla N = 2, 4, 8 mo»na zbudowa¢ ma
ierze o taki
h wymiara
h, które toma
ierze s¡ sko±no-symetry
zne i w który
h wszystkie wiersze i kolumny s¡ paramiortogonalne. Wiersze i kolumny w ma
ierza
h HR wymiaru N = 2, 4, 8 stanowi¡ortogonaln¡ baz� przestrzeni R2,R4, R8. Dodatkowym wa»nym 
zynnikiem jestªatwo±¢ znalezienia ma
ierzy odwrotnej do ma
ierzy HR.
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