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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Metody rekonstrukcji konturu

Zagadnienie odtworzenia konturu czy dowolnej krzywej na podstawie pewnej ilogci
punktow kontrolnych jest istotne w grafice komputerowej, przetwarzaniu obrazu
i w tych gateziach nauki, w ktérych wazne jest zrekonstruowanie ksztattu obiektu.
Na przyktad w sytuacji, gdy zdjecie satelitarne nie przedstawia catego konturu bu-
dynku, istnieje potrzeba przyblizenia ksztaltu na podstawie posiadanych lub przewi-
dywanych punktéw charakterystycznych dla danego obiektu. Innym przykladem
zastosowania metod odtwarzania konturu jest zagadnienie kompresji mapy. Na
mapie w zaleznosci od jej przeznaczenia moga wystepowaé réznego rodzaju linie
otwarte czy zamkniete (np. potudniki, rownolezniki, poziomice, warstwice, izobary,
izobaty, izohipsy itd.). Zapamietanie kazdej linii na mapie za pomoca odpowied-
niego zbioru weztéw (kompresja mapy) i rekonstrukcja z duza doktadnoscia (dekom-
presja bezstratna lub malostratna) to tematyka wciaz aktualna w zwiazku z ros-
nacy ilodcig danych potrzebnych do analizowania, przetwarzania i archiwizowania.
Rowniez w obrazie wideo zapamietanie ksztaltu obiektu i odtworzenie konturu po
przemieszczeniu obiektu jest waznym tematem.

W celu aproksymacji ksztattu stosuje sie wielomiany lub krzywe wyzszego rzedu
[122]. W zastosowaniach informatycznych wykorzystuje si¢ przede wszystkim przy-
blizenie (aproksymacje) konturu za pomoca krzywych Béziera. Sa to parametryczne
krzywe wielomianowe powszechnie stosowane w programach do projektowania in-
zynierskiego CAD (Computer Aided Design), projektowania grafiki komputerowe;j
(np. Corel Draw), do reprezentowania obryséw znakoéw w fontach komputerowych
(np. TrueType), w systemach przetwarzania grafiki (np. PostScript) oraz w grafice
wektorowej (format SVG  Scalable Vector Graphics). Ksztalt krzywej Béziera de-
terminuja wielomiany dowolnego stopnia n na podstawie n + 1 punktéw kontrolnych
P;, z ktorych dwa pokrywajag sie z koncami krzywej, natomiast pozostale n — 1
punktow lezy poza krzywa i stuzy do jej okreslenia [114|. Liczba wielomianow jest
rOwna wymiarowi przestrzeni, tzn. do opisu krzywej plaskiej potrzebne sa dwa
wielomiany (z,y) = (X(¢),Y (¢)), t € [0;1], a dla krzywej w 3D trzy wielomiany
(x,y,2) = (X(t),Y(t),Z(t)), t € [0;1]. Dowolny punkt na krzywej opisywany jest
réwnaniem:

P(t) = f:Pi - BM¢) dla t € [0;1] (1.1)
=0

gdzie:



6 ROZDZIAL 1. WSTEP

BI'(t) = (})t'(1 — ¢)"~* — wielomiany bazowe Bernsteina.

Rysunek 1.1. Krzywa Béziera trzeciego stopnia.

Wspolrzedne dowolnego punktu P(t) na krzywej z Rys. 1.1 mozna znalezé¢ nastepu-
jaco:

(z(t),y(t)) = P(t) = Po(1—t)>+3P1t(1—t)2+3Ppt*(1—t)+ P3t> dla t € [0;1]. (1.2)

Rysunek 1.2. Krzywa Béziera stopnia 14.

Teoretycznie krzywa moze opisywaé¢ dowolna ilo§é punktéow kontrolnych, lecz
wielomiany stopnia wiekszego niz trzy (Rys. 1.2) nie sg stosowane w praktyce z dwoch
wzgleddw:

1. ztozonos¢ obliczeniowa wyznaczania punktu na krzywej jest duza,

2. wszystkie punkty kontrolne maja wptyw na ksztalt krzywej, przez co trudniej
kontrolowa¢ jej ksztalt i niewielkie przesuniecie jednego z punktéw kontrolnych
moze znaczaco wplynaé na przebieg krzywej (niestabilnosé metody).

W zwiazku z tym najczescie] wykorzystuje sie wielomiany stopnia trzeciego (Rys. 1.1)
lub skleja sie kilka krzywych i tworzy krzywa B-sklejana (B-spline).
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Rysunek 1.3. Krzywa B-sklejana trzeciego stopnia, zbudowana z pieciu krzywych
Béziera.

Wada krzywych Béziera jest fakt, iz nie mozna za ich pomoca opisywaé krzy-
wych stozkowych (np. okregu, elipsy, paraboli, hiperboli). Tej wady nie posiadaja
wymierne krzywe Béziera postaci:

p(t) = <& i) > (1.3)

W(t) W(t)’
Doktadniej:
n
> wiP, - By (1)
p(t) = 222— dla t € [0;1] (1.4)
>, wi- B ()
=0
gdzie: ‘ ‘
BI'(t) = (7)t'(1 — ¢)"~* — wielomiany bazowe Bernsteina,
w; waga punktu kontrolnego P; (dowolna liczba rzeczy-

wista zalezna od typu krzywej stozkowej).

Wymierne krzywe Béziera mogg reprezentowac wszystkie krzywe stozkowe (co ma
znaczenie w zastosowaniach CAD): rzut perspektywiczny krzywej wymiernej jest za-
wsze krzywg wymierng (istotne w grafice komputerowej), natomiast rzut perspekty-
wiczny krzywej wielomianowej nie musi by¢ krzywa wielomianowa; wagi w; pozwalaja
na lepsza kontrole ksztattu krzywej.

Podkresli¢ nalezy dwie wady krzywych Béziera w odtwarzaniu konturu:

e Rekonstrukcja ksztattu za pomoca krzywych Béziera nie jest rekonstrukcja
doktadng, czyli kompresja konturu za pomoca punktéw kontrolnych oraz od-
tworzenie konturu z wykorzystaniem krzywych Béziera jest dekompresja strat-
na (Rys.1.4) i moze by¢ stosowane tylko tam, gdzie dopuszczalne sa pewne
znieksztatcenia ksztaltu obiektu (np. niewidoczne lub mato znaczace dla oka
ludzkiego). Natomiast w przypadku wymaganej rekonstrukcji bezstratnej lub
malostratnej wielomiany czy krzywe B-sklejane nie moga by¢ uzyte.

o Wigksza iloé¢ punktoéw kontrolnych nie zawsze wiaze sie z wiekszg doktadnoscia
odtworzenia konturu, lecz moze prowadzi¢ do znacznych znieksztatcen krzywej
(niestabilno$¢ metody); przesuniecie jednego punktu kontrolnego zmienia caly
krzywa.
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Rysunek 1.4. Aproksymacja konturu za pomoca krzywych B-sklejanych (ostatni
fragment zawiera punkty kontrolne) [59].

Oproécz krzywych Béziera w aproksymacji konturu wykorzystywane sa krzywe
Hermite’a (rowniez sa to parametryczne krzywe wielomianowe) [51]. Inna technika
zapisu konturu jest reprezentacja ksztattu obiektu za pomoca grafu [82]. Dzieki temu
stopienn kompresji obrazu jest lepszy niz w wielu powszechnie stosowanych metodach,
lecz dekompresja jest stratna (Rys. 1.5). Przykladem stratnej kompresji konturu jest
takze kodowanie ksztattu z wykorzystaniem wspotrzednych biegunowych i Dyskret-
nej Transformaty Cosinusowej [100]. Rowniez aproksymacja za pomoca wielomianow
i krzywych wyzszego rzedu metoda PPE (Progressive Polygon Encoding) [63] jest
stratna rekonstrukcja konturu. Stosowane jest takze budowanie konturu na pod-
stawie szkieletu, np. podziatl konturu i odtworzenie metodg DCE (Discrete Curve
Evolution) [62], [119], lecz i takie podejscie moze prowadzi¢ do niedoktadnej rekon-
strukceji konturu.

Brak jest bezstratnej lub malostratnej oraz efektywnej obliczeniowo metody re-
konstrukcji konturu, ktéra wraz ze wzrostem liczby punktéw charakterystycznych —
przy zachowaniu wysokiego stopnia kompresji zapewni doktadne odtworzenie
ksztattu obiektu.

1.2 Metody kompresji stratnej i bezstratnej

W wielu dziedzinach wspotczesnej nauki (informatyka, elektronika, ekonomia, medy-
cyna, matematyka) istotnym zagadnieniem jest zapis obrazu za pomoca minimalne;
ilogci informacji, ktéra pozwoli na odtworzenie pierwotnego obrazu w sposob zado-
walajacy uzytkownika. Jest to zagadnienie kompresji i dekompresji obrazu. Jezeli
obraz musi by¢ odtworzony doktadnie, to kompresja jest wtedy bezstratna; natomiast
jezeli dozwolone sg pewne znieksztalcenia obrazu (np. szczegoly stabo widoczne dla
ludzkiego oka), to wowczas dopuszczone sg metody kompresji stratne;j.

W informatyce i dziedzinach z nig zwiazanych najczesciej wykorzystuje sie
nastepujace metody bezstratnej kompresji obrazu: RLE, LZW, PNG, CALIC,
LOCO-1/JPEG-LS [83], [88], [114]. Metode RLE (Run-Length Encoding  kodowanie
dlugosci serii) cechuje szybka kompresja i dekompresja, lecz jest skuteczna tylko
dla obrazéow, w ktorych powtarzaja sie kolory sasiednich pikseli [83], [88]. Metoda
LZW (Lempel-Ziv-Welch) szybko i dobrze kompresuje i dekompresuje obrazy z paleta
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1K)

Rysunek 1.5. Kompresja stratna: (a) oryginalny szkic Leonarda Da Vinci, (b) od-
tworzony obraz [82].

koloréw, natomiast w przypadku obrazéw czarno-biatych stopienn kompresji jest niski.
Wadag metody LZW jest fakt, iz chroniona jest patentem [83]. Metoda PNG (Portable
Network Graphics) pozwala na reprezentowanie praktycznie dowolnych obrazow,
lecz jej wada jest bardzo staby wspoélczynnik kompresji w poréwnaniu z metodami
stratnymi. Istnieja bezstratne algorytmy zapewniajace lepsza kompresje [83], [88].
CALIC (Context Adaptive Lossless Image Compression) jest jednym z najlepszych
sposobow bezstratnej kompresji, lecz cechuje sie duza zlozonoscia obliczeniowsa [83].
Metoda LOCO-1/JPEG-LS zostata opracowana na podstawie CALIC i zatwierdzona
przez grupe JPEG (Joint Photographic Ezperts Group). Posiada nizsza ztozonosc
obliczeniowa niz CALIC, ale nie pozwala na tak samo dobrg kompresje jak CALIC
[83], [88].

Zastosowanie w naukach technicznych maja nastepujace metody stratnej kom-
presji obrazu: JPEG [9], JPEG2000 (kompresja falkowa) [65], kompresja fraktalna
[88], [114|. JPEG2000 posiada bardzo dobre wspoétczynniki kompresji przy zado-
walajacej jakosci obrazu, jednak stosunkowo wolno dziata. W przypadku kompresji
fraktalnej, ktorej idea oparta jest na wyszukiwaniu w obrazie najbardziej do siebie
podobnych elementéw i opisywaniu tych podobienistw, po sukcesach w poczatkowej
fazie badan, aktualnie rzadko spotyka sie w praktyce ten rodzaj kompresji ze wzgledu
na bardzo wolne dziatanie. Bardzo popularna metoda JPEG powstala jako wynik
opracowania §wiatowego standardu zapisu zdje¢. JPEG to nazwa systemu kompres;ji
statycznych obrazéw rastrowych, przeznaczonego gtéwnie do przetwarzania obrazéw
naturalnych (zdje¢ satelitarnych, pejzazy, portretow itp.), a wiec takich, ktore nie
maja zbyt wielu ostrych krawedzi i drobnych detali. Natomiast w przypadku obiek-
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tow z wyraznie zaznaczonymi krawedziami (np. napis, kontur przedmiotu) algorytm
JPEG moze dawaé niepozgdane rezultaty.

Metody kompresji stratnej posiadaja niska ztozonosé obliczeniowa i pozwalaja na
wysoki stopiert kompresji, jednak ze wzgledu na brak mozliwoéci dokladnego odtwo-
rzenia danych nie mogg by¢ uzyte w wielu przypadkach. Natomiast metody kom-
presji bezstratnej czesto nie znajduja zastosowania z powodu wysokiej ztozonosci
obliczeniowej lub niewystarczajacego rzedu kompresji. Wspomniane metody kom-
presji stratnej nie moga by¢ uzyte w wielu dziedzinach (np. w medycynie, gdzie
informacja musi by¢ odtworzona bardzo dokladnie), natomiast metody bezstratne
sa w wielu przypadkach zbyt wolne lub nie zapewniaja zadowalajacego rzedu kom-
presji.

Kompresja danych moze dotyczy¢ informacji tekstowych, dzwieku (mowy, mu-
zyki), obrazu (zdjecia, grafika), filmu. Kazdy typ danych korzysta z okreslonych
metod kompresji, najlepiej przystosowanych do dziatania na specyficznych typach
plikow.

Podsumowujac: brak jest metody bezstratnej (lub matostratnej) kompresji przez-
naczonej specjalnie dla obrazu binarnego (czarno-bialego). Wymienione metody
bezstratnej kompresji obrazu kolorowego ujawniaja wiele wad, gdy wykorzystywane
sa do obrazu czarno-biatego. Metody stratnej kompresji moga by¢ stosowane tam,
gdzie pomimo znieksztalcenia obrazu umyst czlowieka jest w stanie odtworzy¢ pier-
wotny wyglad, lecz sg to tylko wybrane przypadki zastosowan stratnych metod kom-
pres;ji.

1.3 Metody rekonstrukcji obrazu tomograficznego

Znaczacym zastosowaniem zapisu (kompresji) obrazu wydaje sie by¢ przypadek tomo-
grafii komputerowej (TK). W TK przekroj ciata ludzkiego jest skanowany (Rys. 1.6)
i zapamietany, a nastepnie z duzej ilodci skanéw rekonstruowany jest przestrzenny
obraz fragmentu cztowieka [18|. Pelny obraz zajmuje w komputerze dziesiatki czy
setki megabajtow. Uzasadnione jest wiec pytanie, czy mozna taki obraz tomo-
graficzny skompresowaé z odpowiednim stopniem kompresji, a potem szybko i do-
ktadnie odtworzy¢ (kompresja bezstratna).

Rysunek 1.6. Tomograficzne badanie kolejnych przekrojow cztowieka [18].

W obecnie uzywanych metodach rekonstrukcji i wizualizacji obrazu stosuje sie
odpowiednie funkcje bazowe i ich kombinacje liniowe [35]. Metody te znane sa jako al-
gebraiczne techniki rekonstrukeji (Algebraic Reconstruction Techniques—ART) 18],
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[115]. W tradycyjnej TK dane zbierane sa tylko z wybranej warstwy tkanki, dzie-
ki czemu otrzymujemy odwzorowanie warstwy kilkumilimetrowej grubosci na pta-
szczyzne. Waznym zagadnieniem jest szybkie i doktadne odtworzenie obrazu to-
mograficznego po dekompresji. Z powodu wielkiej ilodci informacji potrzebnych do
wySwietlenia i przechowania obrazu, w nowoczesnych systemach TK czesto wyko-
rzystuje sie dwa komputery: jeden steruje dziataniem calego sprzetu medycznego,
drugi (posiadajacy z reguty kilka procesorow) jest odpowiedzialny za rekonstrukcje
i przedstawienie obrazu. W ostatnim dziesiecioleciu XX wieku stacja robocza §red-
niego zakresu (SGI Octane czy Onyzx), zapewniajaca poziom grafiki konieczny w TK,
kosztowata ponad 20000 $ [120]. Wysoki stopien kompresji oraz szybka rekonstrukcja
obrazu [80], [86], [87] sa waznymi czynnikami w zmniejszeniu ilogci sprzetu kompute-
rowego uzywanego w TK, a z tym zwigzane jest zmniejszenie kosztéw catego zestawu

TK.

Powszechnie uzywana metoda rekonstrukeji obrazu w TK jest wsteczna projekcja
z filtrowaniem [8], [18], [120]. Jej ztozonosé obliczeniowa wynosi O(N?logy N) przy
odtwarzaniu obrazu zlozonego z N? (N x N, N = 256, 320, 512, 1024) pikseli, [2].
Metoda ta ma zastosowanie w tomografach wszystkich generacji. Poszukiwany obraz
(a wlasciwie wartosci liczbowe przypisane poszczegdlnym jego elementom: polozenie,
kolor, jasnos¢) dany jest poprzez macierz wspotczynnikow ostabienia promieniowania
w(z,y). Wielkoscia bezposrednio mierzona nie sa jednak wspotczynniki ostabienia,
lecz natezenie promieniowania. W przypadku rejestrowania czarno-biatych konturéw
widac, iz czes¢ danych (np. kolor, jasnosc) jest zapisywana niepotrzebnie.

W celu unikniecia przerw w skanowaniu kolejnych przekrojow, podczas ktorych
cialo pacjenta narazone jest na przesuniecie i zmiane pozycji, stosuje sie tomografie
spiralng [18]. Odtworzenie obrazu po skanowaniu spiralnym wymaga od systemu
komputerowego wiekszej ztozonosci obliczeniowej niz w przypadku skanowania warst-
wami, gdyz dane potrzebne do rekonstrukcji pojedynczego ptaskiego przekroju sa
uzyskiwane ze zbioru danych zebranych z pewnej objetoéci ciata pacjenta. Technika
spiralna skraca czas badania do 5-10 minut, natomiast konwencjonalne badanie TK
trwa okoto 30 minut. Kroétsze badanie jest bardzo waznym czynnikiem w naglych
wypadkach oraz wplywa na zmniejszenie kosztow.

Jezeli gotowe sa dane medyczne (techniky skanowania spiralnego) lub zrekon-
struowane przekroje poprzeczne (tradycyjna TK), wowczas dokonuje sie rekonstrukeji
elementow trojwymiarowych obrazu [22]. Obraz medyczny nie moze zosta¢ odtwo-
rzony w inzynieryjnych programach typu CAD (Computer Aided Design — kompu-
terowe wspomaganie projektowania). W narzedziach typu CAD obraz przestrzenny,
zbudowany na podstawie pomiaréw medycznych, moze by¢ znieksztalcony i mato
czytelny. Podstawowa metoda konstruowania przestrzennego obrazu polega na pola-
czeniu ze soba najmniejszych elementow objetosci  vokseli (z ang. wvozel — volume
element) o tych samych warto$ciach, bedacych efektem segmentacji danych. Oznacza
to, iz w przestrzeni trojwymiarowej dane sa zbiory vokseli uporzadkowane w grupy
wedtug przyjetych kryteriow. Voksele nalezace do tej samej grupy maja ten sam
indeks, ktoremu przypisa¢ mozna kolor w celu wyd$wietlenia na ekranie. Oznacza
to, ze mozna przyktadowo przedstawi¢ tylko te voksele, ktére maja dany kolor, np.
aorte. Inng metoda budowy obrazu tréjwymiarowego jest skonstruowanie przestrzen-
nej siatki ztozonej z wielokatow (mesh modelling), |7|. Siatka taka jest zbudowana
na podstawie specjalnie dobranych weztow.

Wyréznic¢ nalezy nastepujace metody rekonstrukeji obrazu tomograficznego, |18]:
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1. Rekonstrukcja obrazu przy uzyciu rownolegtego uktadu projekcyjnego:

(a)

(c)

metoda rekonstrukcyjna z wykorzystaniem splotu i wstecznej projekcji
podstawowa metoda ze wzgledu na prostote implementacyjna, wykorzys-
tujaca interpolacje wartosci projekeji (kolor, jasnos$¢) w punkcie, przez
ktory nie przechodzg promienie w danym rzucie, na podstawie sasiednich
linii projekcyjnych (sasiednich rzutow);

metoda rekonstrukcyjna z wykorzystaniem filtracji i wstecznej projekcji —
jej ztozonogé obliczeniowa wynosi O(N?log, N) przy odtwarzaniu obrazu
ztozonego z N? pikseli, gdzie N jest wielkoscia boku (liczbg pikseli) kwad-
ratowego obrazu;

metoda rekonstrukcyjna z inwersja fourierowska — oparta na dwuwymia-
rowej transformacie Fouriera.

2. Rekonstrukcja obrazu przy uzyciu uktadu projekcyjnego z wigzka uformowang

w wachlarz:

(a)

metoda rekonstrukcyjna z przesortowaniem — wyszukuje sie sposrod
wszystkich dokonanych projekcji takich promieni, ktére odpowiadatyby
przebiegiem hipotetycznym promieniom réwnoleglym (przesortowanie pro-
jekcji), a nastepnie uzywa sie metody sformutowanej dla rownolegltego
uktadu projekcyjnego;

metoda z bezposrednim uzyciem projekcji wachlarzowych — wykorzystana
jest przeksztalcona metoda rekonstrukcyjna pierwotnie sformutowana dla

rownolegltego uktadu projekcyjnego (uzycie zwigzkow trygonometrycznych
dla réznych uktadow projekcyjnych).

3. Rekonstrukcja obrazu w tomografii spiralne;j:

(a)

algorytm rekonstrukcyjny 360° LI (dla pojedynczego przekroju) — dzieki
zastosowaniu odpowiedniej formuly interpolacji liniowej (LI— linear in-
terpolation) mozliwe jest uzyskanie na podstawie pomiaréw projekcji wach-
larzowych, a nastepnie uzywa sie metody sformutowanej dla wachlarzo-
wego ukltadu projekcyjnego;

algorytm rekonstrukcyjny 180° LI (dla pojedynczego przekroju)— pro-
jekcje wykonane sg w spiralnym uktadzie projekcyjnym, po odpowiednie]
interpolacji projekcji uzyskuje sie projekcje wachlarzowe;

algorytm rekonstrukcyjny ex-180° LI —wersja dla wielu przekrojow;

algorytm Feldkampa  wigzka promieniowania uformowana jest w stozek,
algorytm ten stanowi rozwiniecie rekonstrukeji dla wiazki wachlarzowej;

algorytm z zaawansowanym sortowaniem dla pojedynczej warstwy
(ASSR — Advanced Single-Slice Rebinning) — metoda cechuje sie duza zto-
zonoscia obliczeniowa.

4. Algebraiczne techniki rekonstrukcyjne (ART — Algebraic Reconstruction Tech-
niques):

(a)

podstawowy algorytm ART —polega on na iteracyjnym rozwiazywaniu
uktadu réwnan opisujacym, z uzyciem funkcji bazowych, poszczegdlne
parametry obrazu (S. Kramarz 1937) [57|;
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(b) algorytm ART z zastosowaniem relaksacji— do podstawowej formuly ite-
racyjnej wprowadza sie dodatkowy parametr;

(¢) chaotyczny algorytm rekonstrukcyjny ART  w kazdym kroku iteracji wy-
korzystany jest inny zestaw danych, wyboér ten jest losowy.

Wada metod wymienionych w punktach 1 4 jest ich duza ztozonosé obliczeniowa
rzedu co najmniej O(N?logy N) przy odtwarzaniu obrazu ztozonego z N? pikseli.
W metodach opisanych w punktach 1 3 stosuje si¢ interpolacje lub aproksymacje
odpowiednich danych, co powoduje btedy w odtwarzanych informacjach.

Tomografia znajduje zastosowanie nie tylko w medycynie, lecz takze w przemysle.
Jest to tomografia procesowa i zajmuje sie technikami pomiarowymi struktury ma-
terialow, ptynéw i predkosci ich przepltywu w czasie rzeczywistym. Metody rekon-
strukcji obrazu w tomografii procesowej sg nastepujace: metoda projekcji wstecznej
(wykorzystywana takze w medycynie), [8], [18], [120], metody iteracyjne (oparte na
minimalizacji btedu rekonstrukcji wraz z kolejnymi iteracjami), [55], metody anali-
tyczne (ich podstawa sa rownania matematyczne opisujace odtwarzany obraz), [18].
Wada projekcji wstecznej sg niewyrazne i trudne do ustalenia granice miedzy dwoma
o$rodkami. Poprawa kontrastu zwieksza ztozonosé obliczeniowa tej metody. Metody
iteracyjne sa wolniejsze od analitycznych i dlatego w wielu przypadkach nie do przyje-
cia. Metody analityczne znajdujg coraz wieksze zastosowanie w tomografii proce-
SOWe;j.

Odpowiedni stopien kompresji danych i bezstratna rekonstrukcja obrazu przy
niskiej ztozonosci obliczeniowej sa kluczowymi zagadnieniami w tomografii kompute-
rowej, [101]. Brak jest metody analitycznej, ktora w potaczeniu z duza doktadnoscia
interpolowanych danych przy wykorzystaniu ortogonalnej bazy i niskiej ztozonosci
obliczeniowej stanowitaby nowe podejicie do zagadnienia rekonstrukcji obrazu tomo-
graficznego.

1.4 Przedmiot badan

Przedmiotem badain sa metody kompresji i bezstratnej lub matostratnej dekom-
presji konturu obrazu czarno-bialego. Wykorzystywane metody rekonstrukeji kon-
turu nie pozwalaja na doktadne odtworzenie dowolnego konturu. Wiekszo$¢ istnieja-
cych obecnie metod kompresji bezstratnej daje lepsze efekty w przypadku obrazu
kolorowego (zdjecia, grafika) niz czarno-biatego. Metody bezstratne pozwalaja na
odpowiedni rzad kompresji kosztem ztozonosci obliczeniowej. Natomiast metody
stratnej kompresji moga by¢ stosowane tylko w tych zagadnieniach, gdzie nie jest
wymagane doktadne odtworzenie oryginalnego obrazu. Jezeli konieczna jest wierna
rekonstrukcja danych, wowczas nalezy uzy¢ metod bezstratnej kompresji.

Rodzina macierzy Hurwitza-Radona wymiaru N = 2, 4, 8 zostala wykorzys-
tana do budowy dyskretnego, ortogonalnego operatora macierzowego. Macierze
HR sa macierzami skos$no-symetrycznymi oraz wszystkie ich kolumny i wiersze sa
parami ortogonalne. Gléwna idea przyswiecajaca konstrukcji operatora OHR na
podstawie tych wtasnie macierzy jest fakt, iz kazdg skosno-symetryczng macierz
wymiaru N = 2, 4, 8 (i tylko takiego wymiaru) mozna zapisa¢ jako kombinacje
liniowa N — 1 macierzy HR o elementach 0, —1, 1 i macierzy identycznosciowej
Iy. Taka skosno-symetryczna macierz jako operator liniowy M ze wspotczynnikami
dobranymi dla weztéw (Rys. 1.9, 1.10) posiada wszystkie kolumny i wszystkie wier-
sze parami ortogonalne. Kolumny stanowia ortogonalne wektory bazowe, ktore dla
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wspotezynnikow zapisanych w wektorze pierwszych wspotrzednych x pozwola wyz-
naczy¢ wektor drugich wspotrzednych y z réwnania y = Ma. Dowolna kombinacja
liniowa macierzy HR i macierzy identycznosciowej wymiaru N moze by¢ utozsa-
miana z elementami przestrzeni R?, R*, R3: liczbami zespolonymi, kwaternionami
i oktonionami (zwanymi liczbami Cayley’a). Operator M : RY — R oraz opera-
tor odwrotny M ! : RV — RN zostana wykorzystane do obliczenia brakujacych
wspotrzednych punktow obrazu dzieki zaleznosciom: Ma =y oraz M~y = .

Przedmiotem badan jest réwniez rekonstrukcja obrazu tréjwymiarowego z wyko-
rzystaniem macierzy HR. Odtworzenie obrazu przestrzennego jest istotne w tych
dziedzinach, w ktorych obraz ptaski nie daje wystarczajacej ilosci informacji o rekon-
struowanym obiekcie.

W pracy dokonano analizy probleméw zwiazanych z bezstratng i stratna kom-
presja konturu i obrazu oraz opracowano i wykorzystano dyskretny, macierzowy,
ortogonalny operator zbudowany na podstawie rodziny macierzy Hurwitza-Radona
[96]. Autor niniejszej pracy opisal i uzasadnil wlasnodci tego operatora (nazwanego
operatorem OHR) oraz skonstruowal metode bezstratnego odtwarzania punktow

konturéw obrazéw czarno-biatych (zwang metoda MHR), wykorzystujaca operatory
OHR.

1.5 Cel i zakres pracy

Dla odpowiedniego przedstawienia podstawowego zagadnienia, ktérym zajmujemy
sie w niniejszej rozprawie wprowadzmy kilka podstawowych pojec.

Tablica 1.1. Piksele sgsiednie dla nr 1

6|12 |7
41 1]5
9138

Definicja 1.1. Bezposrednimi sasiadami piksela nr 1 z Tab. 1.1 nazywamy (sq) tylko
piksele 2, 3, 4, 5.

Definicja 1.2. Posrednimi (niebezposrednimi) sasiadami piksela nr 1 z Tab. 1.1
nazywamy (sq) tylko piksele 6, 7, 8, 9.

Definicja 1.3. Konturem danego zbioru pikseli nazywamy zbior wszystkich pikseli
nalezgcych do tego zbioru 1 majgcych co najmniej jednego bezposredniego sgsiada nie
nalezgcego do tego zbioru pikseli [79)].

Dla obrazu z Rys. 1.7 wydzielono trzy kontury (Rys. 1.8).

Rysunek 1.7. Przyktad obrazu czarno-biatego.
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Rysunek 1.8. Przyktad obrazu ztozonego z trzech konturdw.

Celem pracy jest opracowanie efektywnej obliczeniowo metody kom-
presji i bezstratnej rekonstrukcji konturéw zakodowanych w postaci zbioru
wezlow.

Osiagniecie celu pracy wymagalo analizy problemoéw zwigzanych 7 bezstratna
kompresja konturu obrazu oraz opracowania sposobu konstrukcji i wykorzystania
dyskretnego, macierzowego, ortogonalnego operatora zbudowanego na podstawie
rodziny macierzy Hurwitza-Radona [96]. Autor niniejszej pracy opisal i uzasad-
nit wtasnosci tego operatora nazwanego operatorem OHR  oraz skonstruowatl
metode bezstratnego odtwarzania punktéw konturéw obrazéw czarno-biatych — dalej
zwang metoda MHR. Poréwnano istniejagce metody kompresji stratnej i bezstratnej
z MHR, a takze poréwnano MHR ze stosowanymi obecnie metodami rekonstrukcji
obrazu tomograficznego.

Sformulowanie podstawowego zagadnienia

Waznym zagadnieniem we wspolczesnej nauce jest zapis danych (np. obrazu) z uzy-
ciem takiej ilodci informacji, ktéra pozwoli na zrekonstruowanie skompresowanych
danych w sposéb odpowiedni do aktualnych potrzeb. Kompresja bezstratna polega
na doktadnym odtworzeniu pierwotnych danych, natomiast kompresja stratna do-
puszcza pewne niedoktadnosci. Metody kompresji stratnej cechujg sie nizsza ztozo-
noscia obliczeniowa niz metody bezstratne i umozliwiaja wysoki stopien kompres;ji,
jednak w zwigzku z wystepujacymi niedoktadnosciami podczas dekompresji nie moga
zosta¢ wykorzystane tam, gdzie wymagana jest wierna rekonstrukcja danych (np.
w medycynie czy topografii). Metody kompresji bezstratnej czesto nie mogg by¢
stosowane ze wzgledu na zbyt duza zlozono$é¢ obliczeniowa lub za maty stopiert kom-
presji.

W przypadku wykorzystania rodziny macierzy Hurwitza-Radona kazda krzywa
(np. litera, kontur obiektu, krawedz obrazu itp.) jest skompresowana do pewne;j ilosci
punktow (wezty  punkty charakterystyczne wybrane przez eksperta). Punkty kom-
presji sa punktami, w ktérych lokalnie wystepuje warto$é¢ najwieksza lub najmniejsza
jednej ze wspolrzednych oraz punkty lezace pomiedzy takimi punktami. Dzieki tym
weztom mozliwa bedzie dekompresja, czyli odtworzenie krzywej (Rys. 1.9, 1.10).

W przeksztalceniu HR wezty sa punktami charakterystycznymi lezacymi na pew-
nej krzywej w R2. Mozna sformulowaé¢ znany problem, [34], [25], [85]: czy jest
mozliwe odtworzenie dowolnego punktu lezacego na krzywej, jezeli znana jest skon-
czona ilogé punktow (x;,7;) € R? tej krzywej, zwanych weztami, takich, ze kazde
(z4,y;) ma albo staty krok w z; (Rys. 1.9), albo staty krok w y; (Rys.1.10)? Pojawia
sie wiec pytanie: czy jest mozliwe odtworzenie krzywej opisanej zbiorem weztow
(zi,9i)?

W proponowanej w rozprawie metodzie wartosci wspotrzednych (x;,y;) zostang
powiazane baza ortogonalng dzieki wykorzystaniu rodziny macierzy HR. Na pod-
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Rysunek 1.9. Krzywa o dziewieciu weztach ze stalym krokiem wspoélrzedne;j
z; s h=1.

stawie zbudowanych baz ortogonalnych o wspétczynnikach odpowiednich dla danych
weztéw obliczone zostang brakujace wspotrzedne punktéw lezacych pomiedzy wezta-
mi. Zrekonstruowane punkty pozwolg na odtworzenie calej krzywe;j.
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Rysunek 1.10. Krzywa o czternastu weztach ze stalym krokiem wspoétrzednej

Transformacja HR pozwala na dokladna rekonstrukcje weztow konturu (kom-
presja bezstratna) i dekompresje punktow konturu lezacych pomiedzy weztami z duza
doktadnoscia (kompresja malostratna) oraz szybkie dziatanie w czasie rzeczywistym.
W grafice rastrowej wystepuje ogolny problem z przeksztalceniami geometrycznymi
obiektu (przesuniecie, obrot, skalowanie mapy bitowej — powiekszenie lub pomniejsze-
nie). W przypadku macierzy HR wystarczy przeksztalci¢ tylko wezly i odtworzy¢
obiekt po przeksztatceniu. Przeksztatcenie HR pozwala na biezace modelowanie kon-
turu przez uzytkownika przy komputerze i kreowanie obiektéw w czasie rzeczywistym
oraz uzupelnienie i korygowanie (poprawe) konturu obiektu. Dobor weztow w taki
sposob, iz posiadaja staty krok w jednej ze wspotrzednych powoduje, ze wezty ,do-
brze” opisuja dang czeé¢ krzywej, tzn. jest mozliwe jest znalezienie dowolnego punktu
lezacego na krzywej.

1.5.1 Teza pracy

Zbadanie wtasno$ci macierzy Hurwitza-Radona i wykorzystanie ich w rekonstrukcji
konturu obrazu pozwala na sformulowanie tez pracy.
Sformutujemy dwie tezy pracy:

o Ortogonalny, dyskretny, macierzowy operator, zbudowany z wykorzystaniem
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rodziny macierzy Hurwitza- Radona o wymiarach 2x2, 4 x4 18X 8, znajduje za-
stosowanie w bezstratnej i efektywnej obliczeniowo metodzie kompresji i dekom-
presji konturéw obrazéw binarnych (czarno-biatych), zakodowanych w postaci
weztow.

o Przeksztatcenie HR jest metodg kompresji bezstratnej o ztozonosci obliczeniowej
kompresji i dekompresji rzedu O(N?) oraz wysokim stopniu kompresji i moze
byé stosowana do kompresyi + dekompresyi obrazéw czarno-biatych.

Tezy rozprawy zostang wykazane poprzez rozwigzanie jednego z gtownych sta-
wianych problemoéw:

Problem

Dana jest klasa obrazéw typu kontur o wymiarach N x N pikseli. Zakladamy,
ze znane s wlasnodci formalizmu rodziny macierzy Hurwitza-Radona i dla danego
obrazu znana jest skoniczona ilog¢ weztow (z;,v;) € R?: wezty maja staty krok
wspotrzednej x; lub staty krok wspotrzednej y; oraz wezty ustalone s w wartosci mi-
nimum i maksimum lokalnego (jezeli wspolrzedne x; sa rownoodlegte, to ekstremum
lokalne dotyczy minimalnych i maksymalnych wartosci wspotrzednej y;, natomiast
jezeli staty krok posiadaja wspolrzedne y;, to ekstremum lokalne dotyczy minimal-
nych i maksymalnych wartosci wspoltrzednej x;) oraz w co najmniej jednym punkcie
lezacym pomiedzy ekstremami lokalnymi (w potowie odcinka). Czy mozliwe jest
odtworzenie obrazu konturu opisanego danym zbiorem weztéw metoda o ztozonosci
obliczeniowej O(N?)?
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Rysunek 1.11. Przyklad weztéw opisujacych kontur.

Rozwiazanie przedstawionego problemu jest istotne w kontekscie wykorzystania
metod bezstratnej lub matostratnej kompresji obrazu w wielu zastosowaniach tech-
nicznych.

Problem szukania dowolnego punktu krzywej na podstawie zbioru weztéw na
plaszczyznie kartezjanskiej jest istotny ze wzgledu na mozliwos$¢ odtworzenia ksztattu
obiektu; istnieje takze mozliwos¢ poréwnania dwdch obiektéow opisanych réznymi
zbiorami weztow (sprawdzenie czy ten sam punkt lezy na dwoch krzywych). Dzie-
ki macierzom HR mozliwe jest takze opisanie dowolnej krzywej ciaglej za pomoca
skoniczonego zbioru punktéw i wykorzystanie modeli dyskretnych HR danej krzywej
przy obliczeniach komputerowych.

Pojedynczy zeskanowany w TK przekrdj fragmentu ciala jest pewna krzywa.
Grubosc tej krzywej jest nieistotna i przeksztatcenie HR pozwala na doktadne (ogol-
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nie 7z duza dokladnoscia) odtworzenie konturu skanowanego narzadu czlowieka.
Model organu w trakcie analizy wymaga przeksztalcenn geometrycznych: obrotéow,
przesunieé¢, powiekszenia lub pomniejszenia. W transformacji HR przeksztatceniu
ulega nie caly kontur, lecz tylko punkty charakterystyczne, a nastepnie na podstawie
nowych weztéw odtwarzany jest kontur po przeksztatceniu. Istotnym zastosowaniem
przeksztatcenia HR moze by¢ takze odtwarzanie ksztattu koéci przed wypadkiem i na
tej podstawie projektowanie protezy.

Wazng cecha transformacji HR jest fakt, iz przy duzej ilosci wezléw nie ma
potrzeby postugiwania si¢ jednym operatorem globalnym, lecz dziala sie na ope-
ratorach lokalnych opartych na kilku lub kilkunastu weztach. Zaleta przeksztaltcenia
HR jest fakt, iz macierz HR jest ortogonalna. Zapewnia to stabilno$é¢ i wysoka
doktadnogé obliczen. Operator dyskretny dobrze nadaje sie do obliczern kompute-
rowych. Znaczaca cechg transformacji HR jest mozliwo$¢ wykorzystania go przy
aproksymacji lub interpolacji funkcji [6], [27]. Niektore metody aproksymacji lub
interpolacji (np. interpolacja Newtona) nie radza sobie z funkcjami, ktore nie sg
rozniczkowalne w jakims punkcie danego przedziatu [34], [25], [85], np. f(z)—|z| lub
z funkcjami, ktérych wykres znacznie rézni sie od wielomianu interpolujacego, np.
y = 1/z. Przeksztalcenie HR nie sprawia takich ktopotow.

Praca obejmuje:

e analize literaturowa obejmujaca zagadnienia kompresji i dekompresji konturu
i obrazu oraz rekonstrukcji obrazu tomograficznego,

e opis wlasnosci rodziny macierzy Hurwitza-Radona,

e opracowanie sposobu budowania ortogonalnego, dyskretnego operatora OHR,
e wykorzystanie operatora OHR w metodzie MHR bezstratnej kompresji obrazu,
e zastosowanie MHR w kompresji i dekompresji obrazu tomograficznego,

e pordéwnanie istniejacych metod kompresji z MHR,

e pordéwnanie MHR z metodami rekonstrukeji obrazu tomograficznego,

e analize i ocene otrzymanych wynikéw; sformutowanie wnioskéw konicowych.

W rozdziale 2 omoéwiono cechy bazy ortogonalnej, podano budowe i wlasnodci
operatora OHR, oszacowano btad przyblizenia MHR w klasie ciggtych funkcji schod-
kowych i wielomianéw stopnia pierwszego, drugiego i trzeciego, wyznaczono zlozonogé
obliczeniowa MHR rzedu O(N?) oraz podano przyktady obliczeri. Poréwnano doktad-
nos¢ obliczen, ztozonos¢ obliczeniowa i stopient kompresji przyktadowej krzywej rekon-
struowanej metoda Béziera i MHR. Ideg MHR jest zapis konturu obiektu za pomoca
zbioru punktéow charakterystycznych (weztéw kompresji) dobranych w odpowiedni
sposob (wezlty opisuja ekstrema lokalne oraz punkty lezace pomiedzy ekstremami
lokalnymi) i odtworzeniu krawedzi na podstawie weztow. MHR jest metoda kompres;ji
bezstratnej konturu zakodowanego w postaci zbioru weztéw i malostratnej dekom-
presji punktéow lezacych pomiedzy weztami, cechujaca sie zlozonogcia obliczeniowa
kompresji i dekompresji rzedu O(N?) oraz pozwalajaca na wysoki stopien kompresji.

Rozdzial 3 zawiera opis dwoch sposobéw rozszerzenia MHR w rekonstrukeji
obrazu tréjwymiarowego i wykorzystanie obrazu 3D zlozonego z konturéw w pro-
jektowaniu implantéw kosci. Dokonano takze analizy mozliwosci technicznych zas-
tosowann MHR w zagadnieniu Rapid Prototyping, szczegblnie w metodzie LOM (Lam-
inated Object Manufacturing).
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W rozdziale 4 podano metodyke konstruowania metod MHR na podstawie bu-
dowy operatora usrednionego ztozonego z dowolnej ilodci operatoréw OHR.

W rozdziale 5 opisano wlasnogci operatora OHR pozwalajace na zastosowanie
MHR w medycynie oraz poréwnano MHR z istniejacymi sposobami rekonstrukcji
obrazu tomograficznego. MHR pozwala dokladnie zrekonstruowaé¢ kontur czarno-
biatego obiektu przy wysokim stopniu kompresji i zastosowaniu prostego algorytmu
dekompresji rzedu O(N?). MHR polega na odtworzeniu brakujacych pikseli przy
wykorzystaniu wektoréw bazowych, umieszczonych w macierzy operatora OHR. Re-
konstrukcja obrazu tomograficznego za pomoca podstawowej metody wstecznej pro-
jekcji z filtrowaniem obarczona jest wieksza ztozonoscig obliczeniowa niz MHR. MHR
nalezy zaliczy¢ do metod analitycznych kompresji, poniewaz oparta jest na modelu
matematycznym opisujacym obraz [117].

W rozdziale 6 poréwnano kompresje i dekompresje MHR z najwazniejszymi meto-
dami stratnej i bezstratnej kompresji obrazu. Sposéb podejscia do kompresji danych
typu (z;,7;) € R?> w modelowaniu matematycznym polega na znalezieniu pewnej
zaleznosci (relacji) miedzy wszystkimi wspolrzednymi xz; oraz y;. Taka zalezno$cig
moze by¢ zalezno$é funkcyjna. W MHR wspoétrzedne weztéw powigzane sg ze soba
operatorem OHR i dzieki dzialaniom na odpowiednio skonstruowanym operatorze
mozliwe jest odtworzenie brakujacych punktéw posrednich krzywej. Na przyktad
dla funkcji f(z) = x macierz identycznosciowa jest tym operatorem OHR.

W Dodatku opisano rodzine macierzy Hurwitza-Radona, wtasnogci tych macierzy
oraz sposoby budowania rodziny macierzy HR o elementach catkowitych i rzeczy-
wistych.

Do najwazniejszych wynikéw pracy nalezy zaliczy¢:

e opracowanie sposobu budowania macierzowego, dyskretnego, ortogonalnego
operatora na podstawie macierzy Hurwitza-Radona oraz omoéwienie i uzasad-
nienie wlasnogci tego operatora, nazwanego przez autora operatorem OHR;

e zastosowanie operatora OHR w oryginalnej, bezstratnej metodzie kompresji
i rekonstrukeji konturéw obrazow czarno-bialtych, zakodowanych w postaci zbio-
ru wezlow (nazwanej metoda MHR);

e zastosowanie MHR w medycynie, zapis i odtworzenie obrazu w tomografii kom-
puterowej, projektowanie implantéow kodci;

e pordéwnanie istniejacych metod kompresji i rekonstrukcji konturu lub obrazu
z MHR;

e pordéwnanie MHR 7z metodami rekonstrukcji obrazu tomograficznego;
e zastosowanie operatora OHR w odtwarzaniu obrazu trojwymiarowego.

Wykorzystywane obecnie metody bezstratnej kompresji obrazu daja lepsze efekty
w przypadku obrazéw kolorowych niz czarno-biatych. W wielu zastosowaniach tech-
nicznych (np. w medycynie lub topografii) istnieje potrzeba zapisu obrazu bina-
rnego z duzym stopniem kompresji. Stosowane metody przyblizania konturu za po-
moca wielomianéw lub krzywych wyzszego rzedu sa aproksymacja stratna. Rodzina
macierzy Hurwitza-Radona o wymiarach 2x 2, 4x4 i 8 x 8 moze znale7¢ zastosowanie
w budowie bezstratnej metody rekonstrukcji konturéw obrazéw czarno-biatych za-
kodowanych w postaci zbioru weztow.



Rozdzial 2

Opis metody MHR

2.1 Budowa operatora OHR i operatora odwrotnego do
OHR

Baza ortogonalna w skoriczenie wymiarowej (n-wymiarowej) przestrzeni z iloczynem
skalarnym jest to zbiér n liniowo niezaleznych wektoréw o n elementach takich,
iz, iloczyn skalarny dwoch dowolnych z tej bazy jest rowny zero |73|. Przyktad:
dane sa dwa dowolne ortogonalne wektory bazowe uw = (uy,ug,...,u,) € R" oraz
t = (t1,t2,...,t,) € R". Wowczas iloczyn skalarny (u,t) = > " u;it; = 0. Np.
dlan =2 uw = (1,0), t = (0,1). Ortogonalno$¢ bazy jest waznym czynnikiem
w zapisie kazdego elementu przestrzeni n-wymiarowej jako kombinacji liniowej wek-
torow bazowych. W tym rozdziale ortogonalne wektory bazowe sa rozpatrywane jako
wiersze lub kolumny macierzy HR wymiaru n = 2,4, 8.
Rodzina macierzy, [36], [37], [84] Hurwitza-Radona (HR) spelnia:

AjA +AA; =0, Aj=-1, A7'=AT=-A; daj#k jk=1,..n

Kazda sko$no-symetryczng macierz wymiaru N = 2,4, 8 (i tylko takiego wy-
miaru) mozna zapisa¢ jako kombinacje liniowa N — 1 macierzy HR o elementach
0,—1,1 i macierzy identycznosciowej I . Skosno-symetryczna macierz jako opera-
tor liniowy M ze wspotczynnikami dobranymi dla weztéw posiada wszystkie kolumny
i wszystkie wiersze parami ortogonalne, [26], [78], [106]. Kolumny stanowia ortogo-
nalne wektory bazowe, ktore dla wspélczynnikéow zapisanych w wektorze pierwszych
wspotrzednych € RY pozwoly wyznaczyé wektor drugich wspotrzednych y z row-
nania y = M, [29], [110].
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Rysunek 2.1. Przyktad krzywej interpolowanej na weztach (z;,y;) o stalym kroku
argumentu x;
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Problem szukania dowolnego punktu krzywej na podstawie zbioru weztéow
(Rys.2.1,2.2) na plaszczyznie kartezjariskiej jest istotny ze wzgledu na mozliwoscé
odtworzenia ksztattu obiektu; istnieje takze mozliwos¢ poréwnania dwoch obiektow
opisanych réznymi zbiorami weztow (sprawdzenie czy ten sam punkt lezy na dwoch
krzywych poréwnanie obliczonych wartosci dla tych samych argumentéw). Dzieki
macierzom HR mozliwe jest takze opisanie dowolnej krzywej ciaglej za pomoca skon-
czonego zbioru punktéw i wykorzystanie modeli dyskretnych HR danej krzywej przy
obliczeniach komputerowych.

W dalszej czesci pracy pokazany jest sposéb budowy ortogonalnego, liniowego
operatora dyskretnego, stuzacego do znalezienia brakujacych punktow krzywej (np.
konturu obrazu, ksztattu obiektu itp.).

Problem odtworzenia dowolnego punktu krzywej na podstawie danego zbioru
weztow moze byé¢ rozpatrywany w kontekscie uczenia nadzorowanego (supervised
learning, learning from examples), [81], [96]. W uczeniu nadzorowanym dany jest
pewien zbior par (z;,y;) i poszukuje sie zwiazku miedzy tymi parami w postaci
funkcji celu. W dalszej czesci pracy wezty sa punktami w przestrzeni kartezjanskiej.
Funkcja celu jest zastapiona dyskretnym operatorem liniowym, zbudowanym z or-
togonalnych macierzy HR.

1] 2 4 G g

Rysunek 2.2. Przyktad krzywej interpolowanej na weztach (z;,y;) o stalym kroku
wartosci y;

Dane sg: « = (21,22, ...,2;)7 € R¥ zlozony z pierwszych wspotrzednych weztow
(zwany tutaj wektorem argumentow) oraz y = (y1,¥2,..., k)’ € RF zlozony z dru-
gich wspotrzednych weztéw (zwany tutaj wektorem wartodci). Czy mozliwe jest
znalezienie operatora macierzowego M : R* — R* takiego, aby y = Mx i opera-
tor M umozliwial znalezienie wspétrzednych y* = Ma* dla innych wspotrzednych
x* € R¥? Problem odtworzenia krzywej jest postawiony w kategoriach odtworzenia
punktow lezacych na tej krzywej. Operatora M bedziemy szukali z wykorzystaniem
ww. macierzy HR [96].

Jedna 7 podstawowych wtasnodci rodziny macierzy HR jest taka, iz tylko dla
wymiarow N = 1,2,4,8 rodzina HR moze liczy¢ N — 1 macierzy (por. Dodatek).
Stanowia one wraz z macierza identycznosciowa N ortogonalnych macierzy.

Niech w og6lnym przypadku dla N = 1,2,4,8 bedzie zdefiniowana [96] macierz
W (w) (oznaczona dalej W) oraz W (wp,w) dla w = (w1, ..., wy_1) € RV 7L

N-1 N-1
W:W(w) = Zwlwla szz :17 W(w()uw) :W+UJOIN, wo#oa
i=1 i=1

(2.1)
gdzie:
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Wi,...,Wnx_1 — naleza do rodziny macierzy HR o elementach catkowi-
tych 0, %1 i wymiarze NNV,
wo # 0, wy,...,wy—1  s3 liczbami rzeczywistymi.

Operator M skonstruowany jest z macierzy W (wg, w). Dla N = 1 liczba rzeczywista
W(w(]vw) =wo - L.
Dla N = 2 otrzymano macierze (2.1):

. 0 w1 . wo w1
W = [_wl 0} , Wi(wp,w) = [_wl ’wo] . (2.2a)
Dla N = 4 macierz W jest kombinacja liniowg trzech macierzy HR, za$

W (wo, w) = W +wol g

0 w1 w2 ws
—w1 0 —Wws3 w9
W = ,
— W9 w3 0 —w1
—w3 —W2 w1 0
- - (2.2b)
wo w1 w2 w3
—wip Wy —w3 W2
W(w())w) =
—w2 w3 wy —wW1
| —Ww3 —w2 Wi wo |
Dla N = 8 macierz W jest kombinacja liniowa siedmiu macierzy HR, za$
W (wo,w) = W + wolg:
0 w1 wo w3 Wy ws We wr |
—wq 0 w3 —wWy W5 < —wW4 —Wy Ws
—wy —Ws 0 w1 wWeg wy  —w4 —Ws
W — —w3 Wy —wi 0 wy  —Wg W5 —W4
—w4 —Wy; —Wg —W7 0 w1 w9 w3 ’
—ws w4 —wW7 W —Wi 0 —ws3  Wwo
—Weg wr Wy —wWs; —W2 w3 0 — w1
| —wy —ws Ws w4 —wW3 —w2 Wi 0 |
- i (2.2¢)
wo w1 w2 w3 Wy ws We wr
— w1 wo ws —Ww2 Ws —Ww4 —W7 We
—W2 —W3 wo wq We wry —Ww4 —Ws
—Wws3 w2 —Ww1 wo wy —Weg Ws — W4
W(w(]vw) =
—w4 —Wy; —Wg —W7 wo w1 w2 w3
—Ws Wy — w7 We —w1 wo —Wws3 w2
—We w7 W4y —WwWs —W2 w3 wo — w1
L —wWr —We W5 wy —wW3 —w2 W wo |

Spostrzezenie 2.1. Jezeli zdefiniowany zostanie nowy wektor pierwszych wspotrzed-
nych u = (ug,u,...,uy) € RN spetniajgcy relacje uw = x —woy taki, Ze dla pewnego
wo # 0 zachodzi y = Wu, to wowczas iloczyny skalarne: (u,y) =0, (x,y) # 0 dla
utx,y+0, x#£0.

Uzasadnienie: 7 ortogonalnosci macierzy W (wlasnos¢ D.1) wynika, iz iloczyny
skalarne wynosza (u,y) = (u, Wu) = 0, (z,y) = (u + woy, Wu) = (u, Wu)
+ (woy, Wu) = 0+ wo(y,y) # 0.
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Mozna wyprowadzi¢ réwnanie: € = u + woy, € = —Wy + wyy,
x=(—W +wln)y. (2.3)

Rownanie (2.3) tworzy uktad réwnan liniowych, ktorego rozwigzanie wyg, wy, . .

*

wy_1 jest nastepujace dla danych weztow x = (z1,29,...,25) € RN, x # 0,

Y= (Y1, 92,---,yn) € RN, y # 0[96].
Dla N = 2 uktad rownan (2.3) jest nastepujacy po uwzglednieniu (2.2a):

HEES ]

{ WoY1 — W1Y2 = T1

czyli:

wWoY2 + WiYy1 = T2.

Wyznacznik gtowny tego uktadu wynosi y% +y% > (0 (przynajmniej jeden wezel musi
mie¢ wspotrzedna y; niezerowa). Rozwiazanie uktadu:
wy = T1Y1 + T2Y2 _ T2y — 212
vi+ys vi +43

Dla N—4 uktad rownan (2.3) jest nastepujacy po uwzglednieniu (2.2b):

T wy —wp —w2 —wWs3 (A
T2 | _ | W1 Wo w3 w2 | Y2
3 w2 —w3  Wo w1 Y3
T4 w3 w2  —wWp  Wo Ya

Czyli:
WoY1 — W1Y2 — W2Ys — W3lY4 = T1
WoY2 + W1Y1 — Waly4 + W3Y3 = T2
WoY3 + WiY4 + WY1 — W3y2 = T3
WoY4 — W1Y3 + WalY2 + W3y = T4.

Wyznacznik gléwny tego uktadu wynosi: y‘l1 + yg‘ + yg; + yfi‘ + 221'3‘ yfy? > 0 dla
i,j = 1,2,3,4 oraz i < j (przynajmniej jeden wezel musi mie¢ wspotrzedna y;
niezerowa). Rozwigzanie uktadu rownarn:

wo = (2193 + T19195 + T1Y3Y1 + T1YY1 + Tayays + Tays + Toyys + Toysys + T3Y3Ys
+ T3Y3Y: + T3Y5 + T3Y3Y3 + TaYaYs + Tayayi + Tayay3 + T4Y5)
/(Y1 + 2yTY3 + 20397 + 20397 + s + 293Y5 + 29395 + ¥3 + 2y3Y3 + i),

wy = (332y‘(13 + ylxzyg + x3y4y% — x4y3y% - y2x1y% - ﬂflyg’ + x3y4y§ — x4y3y§ — x1y32,y2
+ DYy — TaYS — Y34y — T1YAY2 + Taydy1 + yaTays + 135
[yt + 2yTy3 + 2u35 + 29391 + s + 2u3Y5 + 2935 + v + 20393 + Vi),

wo = (51731/‘;’ + y%ygu — y4y%x2 + y1y§x3 + y§$3y1 + :1743/:2)’ + y2yi$4 - y3y§$1 + y2x4y§
— Y3T1YE — 1Y — YayaTo — YaToys + Y1T3YS — YaT1Y3 — Toys)
/(Y1 + 2yTY3 + 20397 + 20397 + s + 2935 + 2y3Y5 + y3 + 2y3Y3 + i),
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w3 = (myif - y2x3y% + ylyiu + y3y%$2 + ylygm - 353?/% - y4y§$1 - y2y32,5€3 + y33€2y§
YL TAYS + YSTo — YATIYA — Y2T3Ys — YaT1Ys + Y3yaTe — T1Y5)
/(Y1 + 2uTY5 + 20305 + 2y3YT + ya + 2u3Y5 + 2U3Y5 + ys + 29303 + Vi)

Po uproszczeniu wyrazen dane sg rozwigzania:

_ T1Y1 + T2Y2 + T3Y3 + T4Y4 _ T2Y1 — T1Y2 + T3Y4 — T4Y3
= 2 2 .2 .2 » W1 2 .2 .2 2
Y1ty +y3+y; yi +y5+y;+y;

_ T3Y1 +T4Y2 — T1Y3 — T2y _ T2Y3 — T1Y4 + T4Y1 — T3Y2
= 2 2 .2 1.2 » W3 = 2 .2 .2 2 :
Y1 +y3 +ys +y; Y1 ty; +ys +y;

Dla N = 8 uktad rownan (2.3) jest nastepujacy po uwzglednieniu (2.2¢):

T Wy —wWp —wW2 —W3 —W4 —W5 —We —Wr (A
x2 wy wy —w3 w2 —Ws W4 wr  —We Y2
T3 w2 w3 Wy —W1 —We —Wr W4 Ws Y3
Tg | _ | W3 —w2 W1 Wwo —wWr We W5 W4 | Ya
Ts5 w4  Ws We wr wyp —wWp —w2 —ws Ys
Z6 ws —w4 W7 —We W1 wo w3  —wW2 Ye
z7 We —Wy —W4 Ws w2 —wW3  Wo w1 yr
L T8 | W7 W —W5; —W4 W3 w2 —wir wo ] L Ys

Wyznacznik gtéwny tego uktadu:

Y1 —Y2 —Y3 —Y4 —Ys —Ys —Yr —Ys
Y2 U Yyas  —Ys Ye¢ —Ys —Ys Y7

Ys —Ya Y1 Y2 Yyr Ys  —Ys —Ye
Yas Y3 —Yy2 Y1 Yys  —Yr Ys Y5
Ys —Ys —Yr —Ys Y1 Y2 Y3 Y4

Y6 Y5 —Ys Yr  —Y2 Y1 —Ys Y3

Yr Ys Ys  —Ys¢ —Y3 Y4 Yy Y2

L Y8 —Y7 Ys Ys  —Y4 —Y3 Y2 Y1

jest r6zny od zera, jezeli przynajmniej jeden wezel posiada wspotrzedng y; niezerows.

Rozwiazanie wg, w1, ..., wy_1 dla N = 2,4,8 i weztow & = (z1,22,...,2y5) € RV,
x#0,y=(y,y2,...,ynv) € R, y # 0 mozna zapisa¢ nastepujaco:
dla N = 2:
wo 1 Yy Yo z1
= ENdR 2
1 Y1 + 35 Y2 Y1 T2
dla N = 4:
Wo Y1 Y2 Y3 Ya T
w |1 Y2 Y1 yr —ys || 2 (25)
w 4 —Ys Y1 Y1 Y2 z3 |’

2
w3 Z;y" —Y4 Y3 —Y2 Y1 T4
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dla N =8

[ wo | [y w2 ys owa o ys we  yr ys | [ a1 ]|
w1 —Y2 Y1 —Ys+ Y3 —Ye Y5 Ys Y7 T2
W2 —Y3 Y4 Y1 Y2 —Yr Y Ys Y6 3
wy | _ 1 I e R Y
wy 8. o ¥ ¥ Y1 Y8 Y1 Y2 —Ys —VYa || Ts
ws | LY | -y w5 ws —yr w2 w1 w —us || @
We —Yr —Ys —Ys Yo Yys —Ys+ U Y2 L7

L wr L —Y8 Y1 —Y6 —Ys Ya Y3 —Y2 Y1 JL s |

7 réwnania (2.3) wyznaczono y: y = (=W + wol) 'z, y = Mz dla M =
(—W + wOI)_l.
Szukany operator HR (OHR) wynosi:

1
M=—F(W I).
1+ wg( +wol)
Jezeli dla dowolnych wektorow wspohrzednych weztow & = (z1,2,...,2y5) € RV,

x#0, y=(y,y2,...,ynv) € RN, y # 0 wspolczynniki w; nie spelnig zalozenia:

SN w? =1, to wowcezas

(—W—i—on)_l = (W+on).

Y

wrotny do OHR réwne sg dla N = 2,4, 8:

1
N-1

> w?
=0

Rozwiazania (2.4), (2.5), (2.6) nadal sa aktualne oraz szukany operator OHR i od-

M = (W +wol), M™'=wyl -W. (2.7)

Przyktadowy ortogonalny operator skosno-symetryczny wymiaru N = 8, wykorzy-
stany do obliczen w rozdziale 2.3, przedstawia sie nastepujaco:

0.365 0.181 —-0.12 0.167 0.022 0.152 0.282  0.059
—-0.181 0.365  0.167 0.12 0.152 —0.022 —-0.059 0.282
0.12 -0.167 0.365 0.181 0.282  0.059 —0.022 —-0.152
-0.167 -0.12 -0.181 0.365 0.089 —0.282 0.152 —0.022
-0.022 -0.152 —-0.282 -0.059 0.365 0.181 —0.12  0.167
—-0.152 0.022 —-0.059 0.282 —-0.181 0.365 —0.167 —0.12
-0.282 0.059 0.022 —0.152 0.12 0.167  0.365 —0.181
| —0.059 -0.282 0.152 0.022 —-0.167 0.12 0.181  0.365

Budowa operatora Hurwitza-Radona (OHR):
Krok 1. Danych jest N punktow (N = 2,4,8) w przestrzeni R2.

Krok 2. Obliczenie wspotczynnikow w; dlat =0,1,..., N —1: wzory (2.4), (2.5),
(2.6).

Krok 3. Budowa operatora M lub operatora odwrotnego M ! (2.7).
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2.2 Metoda MHR

Wyprowadzenie metody MHR bazuje na zalozeniu, iz krzywa opisuje zbidr weztow
(70,%0), (21,Y1)s-- -, (Tn,yn) € R? 0 statym kroku h/2 we wspotrzednej z;—wowczas
h/2 = xiy1 — x;, lub we wspotrzednej y; (h/2 = yip1 — y;). Jezeli wezly maja
staly krok w pierwszej wspohrzednej, woéwczas w celu obliczenia wartosci dla ar-
gumentu 7z przedziatlu [zg,z1] nalezy wyznaczy¢ dwa operatory OHR: M zbu-
dowany na wezlach (a = z9,y0), (x2,92),. .., (Tan—2,y2n—_2), natomiast M7 zbu-
dowany na weztach (b = x1,41), (3,v3),..., (xan—-1,y2n-1) dla N = 2,4, 8. Dzieki
operatorom My i M; mozliwe jest okreslenie wartosci dla dowolnego argumentu
¢ € [a;b] 1 kolejnych N — 1 argumentow z krokiem h. Jezeli wezly maja staty
krok w zmiennej y, wowczas w celu obliczenia zmiennej x dla drugiej wspotrzed-
nej z przedziahu [yo,y1] nalezy wyznaczy¢ dwa operatory OHR: My ' zbudowany
na weztach (xg,a = yo), (x2,92), .- ., (TaN—2,Y2N—2), natomiast Ml_1 zbudowany na
weztach (z1,b = v1), (z3,y3), ..., (Tan—1,y2n—-1) dla N = 2,4, 8. Dzieki operatorom
Mgl i M1_1 mozliwe jest okreslenie pierwszej wspolrzednej dla dowolnej drugiej
wspohrzednej ¢ € [a;b] i kolejnych N — 1 wspotrzednych 7 krokiem h.

2.2.1 Wyznaczanie wartos$ci posrednich

Algorytm wykorzystania operatorow Mo i M do konstruowania operatora sredniego
M 5 oraz wykorzystania operatorow Mal i M1_1 do konstruowania odwrotnego ope-
ratora $redniego M2_1 jest nastepujacy:

1. Niech ¢ (Rys. 2.3) bedzie wartoscia posrednia z przedziatu [a; b].

2. Oblicza sie a = mL_i_k, 8= jest oczywiste, ze a + 1.

m_ .
m+k’

3. Wyznacza sie¢ operator sredni My jako kombinacje wypukla My i M lub
odwrotny operator sredni M2_1 jako kombinacje wypukta Mal i Ml_l:

My=a-Mo+p-M;, M;'=a -My'+3-M" (2.8)

C-3=Im h-c=k
* L *
a [ 4]

Rysunek 2.3. Proporcje podzialu odcinka [a;b] maja swoje odzwierciedlenie przy
budowaniu operatora $redniego Mo

Mozna wtedy zapisa¢: ¢ = a-a + (1 — «) - b. Niech h/2 = b — a oznacza staly
krok jednej ze wspotrzednych weztow. Jezeli M jest operatorem zbudowanym dla
pierwszego wezta o wspoélrzednej a i kolejnych weztéow z krokiem wspoétrzednej h,
to kolumny macierzy M stanowia ortogonalne wektory bazowe dla tych wezlow
(stuzacych do budowy operatora M). Podobnie macierz M ; zawiera ortogonalne
wektory bazowe dla pierwszego wezta o wspotrzednej b i kolejnych weztéw z krokiem
wspotrzednej h. Jezeli ¢ = a-a+ (1 —a)-b, to dla wektorow bazowych zachodzi taka
sama kombinacja liniowa a- Mo+ (1—«)- M. Oznacza to, iz punktowi ¢ i kolejnym
z krokiem h odpowiada operator My =a - Mo+ (1 — «) - M.
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Niech f oznacza przeksztalcenie przedziatu [a;b] w zbior operatorow OHR zbu-
dowanych dla pierwszego wezta o wspotrzednej z przedziatu [a; 0] i kolejnych weztow
7z krokiem wspohrzednej h, oznaczony HR(a,b).

f : [a;b] — HR(a,b).

Przeksztalcenie f jest zbudowane nastepujaco: ¢ — a- Mo+ (1 — «) - M1, gdzie
¢c=a-a+ (1 —a)- b Zauwazmy, ze f spelia warunki brzegowe f(a) = My,
f(b) = M. Latwo wykaza¢ whasnosé liniowosci: f(c¢) = f(a-a+ (1 — ) -b) =
a-fla)+(1—a) - f(b)=a-My+ (1 —a) - M.

Uwaga:

Przeksztalcenie liniowe f jest funkcja wzajemnie jednoznaczng, czyli kazdemu punk-
towi przedziatu [a; b] bedzie odpowiadal doktadnie jeden operator ze zbioru HR(a, b)
a roznym punktom rdézne operatory.

Spostrzezenie 2.2. Obliczenia z wykorzystaniem macierzy HR o wymiarach N = 4
posiadajg mniejszq ztozonosé obliczeniowq niz obliczenia z macierzami HR dla N = 8.

Uzasadnienie: Chcac odtworzy¢ nieznang wspotrzedna w jednym punkcie krzy-
wej za pomocy operatora OHR o wymiarach 4 x 4 nalezy wykonaé¢ 84 dziatania
mnozenia lub dzielenia (2.5), (2.7). Natomiast obliczenie pojedynczej wspotrzednej
w przypadku operatora OHR o wymiarach 8 x 8 wymaga 194 mnozeni lub dzielen
(2.5), (2.7). Dodawania i odejmowania mozna nie bra¢ pod uwage przy szacowaniu
ztozonosci obliczeniowej.

Spostrzezenie 2.3. Niech n oznacza najwiekszqg liczbe macierzy HR w jednej ro-
dzinie danego wymiaru. W celu odtworzenia konturu za pomocg operatorow 8 X 8
(n =7) nalezy posiadaé co najmniej 17 weztdw o elementach rzeczywistych, nato-
miast w przypadku operatoréw 4x4 (n = 3) minimalna ilo$é to 9 weztéw o elementach
rzeczywistych. Wykorzystanie operatoréw 2 X 2 (n = 1) to minimum 5 weztow.

Uzasadnienie: W celu obliczenia drugiej wspotrzednej punktow lezacych pomie-
dzy weztami, czyli dla pierwszych wspotrzednych w przedziatach [xg, 1], [z2, z3],. . .,
[Ton, Tan+1], nalezy obliczy¢ dwa operatory Mo i M: jeden dla weztow (xo, o),
(z2,Y2),. - ., (Tan, yon), drugi operator dla weztow (x1,v1), (3,93),- - -, (2041, Y2n+1),
a nastepnie wyznacza sie operator §redni M o 0 odpowiednich wspoétczynnikach. Ope-
ratory §rednie Mo = - My + (- M1 (2.8) stuza do obliczenia punktow lezagcych
miedzy weztami. Czyli potrzeba 2n + 2 wezléw: 16 weztéow w przypadku opera-
tora 8 x 8 oraz 8 weztéw dla wymiaru 4 x 4. W celu obliczenia drugich wspoétrzed-
nych dla pierwszych wspolrzednych lezacych w przedziatach [z, 9], [x3,24],. ..,
[T2n+1, Tant2], nalezy wykorzysta¢ dwa operatory: jeden dla weztow (x2,y2), (€4, Y4),- - -,
(T2n12, Y2nt2), drugi operator dla weztow (w1,y1), (£3,¥3), - -, (T2n41, Y2nt1), ktory
juz byt zbudowany. Nastepnie wyznacza sie operator §redni o odpowiednich wspotczyn-
nikach. Do poprzedniej liczby weztéw 2n + 2 dodano jeden, co w sumie daje 2n + 3.
To oznacza 17 wezléw w przypadku operatora 8 x 8 oraz 9 weztéw dla wymiaru 4 x 4
i 5 weztow dla OHR 2 x 2.

Metoda Hurwitza-Radona (MHR) odtworzenia brakujacych punktow
krzywej

Zalozenie: na wejsciu dane sy punkty charakterystyczne w R? opisujace krzywa
(wybrane przez eksperta), posiadajace staly krok w pierwszej lub w drugiej wspot-
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rzednej. Najpierw kontur nalezy podzieli¢ na czesci opisane weztami ze stalym kro-
kiem jednej ze wspotrzednych, ustanowionymi w ekstremach lokalnych innej wspot-
rzednej oraz w punktach znajdujacych sie pomiedzy nimi (co najmniej jeden punkt
lezacy pomiedzy sasiednimi ekstremami lokalnymi).

Na wyjsciu obliczone sa brakujace wspoétrzedne punktoéw lezacych na krzywej:
na podstawie wyznaczonych punktéw mozliwe jest odtworzenie krzywej (odpowiedni
dobor weztow zapewnia bezstratna lub malostratng rekonstrukcje krzywej).

Podzial konturu na poszczegélne czesci zakodowane w postaci zbioru weztéow
o stalym kroku w jednej ze wspotrzednych powoduje, ze kazda czes¢ konturu moze
by¢ zrekonstruowana oddzielnie i umieszczone na jednym obrazie wszystkie odtwo-
rzone punkty przedstawia zrekonstruowany caty kontur.

Krok 1. Wybér weztow (z;;9;) € R?>dlai = 0,1,...,n, pogrupowanych dla kazdej
czedci konturu w podzbiory zlozone z co najmniej pieciu weztéw o stalym
kroku h/2 jednej ze wspotrzednych. Weztami sa ekstrema lokalne jednej
ze wspohrzednych oraz punkty znajdujace sie pomiedzy nimi (co najmniej
jeden lezacy miedzy kazdg para sasiednich ekstremow lokalnych).

Krok 2. Zbudowanie dwoch operatorow OHR (wymiaru N = 2,4,8) na pod-
stawie kolejnych 2N weztéw: np. jeden operator My zbudowany z kole-
jnych weztow (z;;v;) o indeksach parzystych i kroku h (i = 0,2,...,
2N —2), drugi M z kolejnych weztow (x;;9;) o indeksach nieparzystych
(1 =1,3,...,2N — 1). W przypadku weztow o rownoodlegtych drugich
wspoétrzednych nalezy wykorzystaé¢ operatory odwrotne do OHR.

Krok 3. Wybor liczby ¢ € [a;b], dla ktorej zostanie wyznaczona poszukiwana
wspotrzedna x lub wspoélrzedna y: w przypadku statego kroku pierwszej
wspoétrzedne] a = xg, b = x1; natomiast w przypadku statego kroku
drugiej wspohrzednej a = yg, b = y;. Dla liczby ¢ nalezy ustali¢ para-
metr a € [0;1], aby c=a-a+ (1 —a) - b (Rys.2.3).

Krok 4. Budowany jest operator sredni My = - Mg+ (1 — ) - My (w przy-
padku weztoéw o stalym kroku pierwszej wspotrzednej) wg wzoru (2.8) lub
operator Sredni M2_1 = - Mal +(1—a)- Ml_1 (w przypadku weztow
o statym kroku drugiej wspotrzednej).

Krok 5. Oblicza sie wektor drugich wspotrzednych Y (C) = M, - C dla
C=[cc+h,...,c+(N-1)-hT

w celu wyznaczenia brakujacych wspoétrzednych rekonstruowanych punk-
tow, gdzie

Y (C) = [Ye, Yeths - - - ayc—i-(N—l)h]T
oraz Yeqj.p dla j = 0,1,..., N — 1 jest obliczong druga wspoirzedng dla
pierwszej wspotrzednej ¢ + 5 - h. W przypadku weztéw o staltym kroku
drugiej wspo6trzednej oblicza sie wektor pierwszych wspétrzednych

X(C)=M;'C,

gdzie X(C) = [xe, Texh, - - - a$c+(N—1)h]T oraz Teyjp dlaj=0,1,...,N—
1 jest wyznaczong pierwsza wspoétrzedna dla drugiej wspotrzednej c+ 5 - h.
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Tak wiec kontur obrazu nalezy rozdzieli¢ na czesci, ktoére moga zostaé¢ opisane za
pomocy weztéw o stalym kroku jednej ze wspotrzednych. Odtworzenie brakujacych
punktow przebiega w poszczegolnych podzbiorach B; weztow o statym kroku danej
wspolrzednej. Jezeli stosowane sg operatory wymiaru N = 2, to rekonstrukcja jednej
czedci konturu odbywa sie za pomocg nastepujacych podzbioréow weztow:

Bo = {(z0;%0), - - -, (T4594) },
Bi = {(z4;94), ..., (w8;98)},
By = {(xg;93),- .., (r12:912) }»

Bi = {(%4i:Y4i), - - -, (Taia; Yaiva) }-

az do wyczerpania weztéw opisujacych dang czesé konturu. Jezeli stosowane sa ope-
ratory wymiaru N = 4, to rekonstrukcja jednej czesci konturu odbywa sie za pomoca
nastepujacych podzbioréw weztow:

Bo = {(z0;%0), - - -, (w85 y8)},
Bi = {(zs;98),- .., (z16:Y16) }>
By = {(w165Y16); - - - » (T245Y24) },

Bi = {(xsi:Y8i), - - -, (8i+8; Ysi+s) }

az do wyczerpania weztéw opisujacych dang czesé konturu. Jezeli stosowane sg ope-
ratory wymiaru N = 8, to rekonstrukcja jednej czedci konturu odbywa sie za pomoca
nastepujacych podzbioréow weztow:

Bo = {(z0;%0),-- -, (®16:Y16) },
By = {(z165y16) - - - » (323 ¥32) },
By = {(x32;y32), .-, (48 y48) }

Bi = {(16i;Y16i)s - - - » (T16i+165 Y16i+16) }

az do wyczerpania weztéw opisujacych dang czes¢ konturu. Ogoélnie: korzystajac
z operatora OHR wymiaru N = 2,4,8 przy rekonstrukcji danej czesci konturu
jeden podzbior weztow B; zawiera 2N + 1 weztow oraz B; = {(xaoni;Yani)s---»
(xonit+onN; Yoni+an) . Jezeli ostatni wezel opisujacy jedna czesé¢ konturu nie ma in-
deksu postaci 2NV -1+2N, to wtedy ostatni podzbiér weztéw dla danej czesci konturu
sktada sie z koncowych 2NN + 1 weztéow. Tak wiec ostatni i przedostatni podzbior
weztow, jak réwniez dwa dowolne podzbiory weztéw B; dla danej czesci konturu,
moga zawiera¢ wiecej niz jeden identyczny wezet (co najmniej jeden wezel musi by¢
rozny).

Spostrzezenie 2.4. Wymiary operatoréw OHR uzytych przy rekonstrukcji dwdch
czeSci konturu mogq byé rézne.

Przyktad zbioru weztow konturu (Rys. 2.7) ztozonego z trzech czesci. Jedng czesc
konturu opisuja wezty o stalym kroku pierwszej wspotrzednej h/2 = 0.5:
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Rysunek 2.4. Rysunek przedstawia pietnascie wezléw o stalym kroku pierwszej
wspotrzednej

Pierwsza czes¢ zbioru (Rys. 2.4) nie moze by¢ odtworzona za pomocg operatorow
wymiaru N = 8, gdy7 ilos¢ weztéw jest mniejsza niz siedemnascie. W przypadku od-
twarzania tej czedci konturu operatorami o wymiarach N = 4 dane beda nastepujace
podzbiory weztow:

Bo = {(1;8), (1.5;6), (2;5.5), (2.5;5.9), (3:7), (3.5;4.2), (4; 2), (4.5; 3.1), (5;4)},
By = {(4;2), (4.5;3.1), (5;4), (5.5, 2.1), (6; 1), (6.5; 0.8), (7; 0), (7.5; 2.6), (8;5.7)}.

W przypadku odtwarzania tej czedci konturu operatorami o wymiarach N = 2 dane
beda nastepujace podzbiory weztow:

BO_{uﬁxuﬁﬁ%Q55x@559%@jn
= {(3:7),(3.5;4.2), (4;2), (4.5;3.1), (5;4) 1,
= {(5;4), (5.5;2.1), (6; 1), (6.5;0.8), (7;0)},
= {(671), (6.5;0.8), (7;0), (7.5:2.6), (8;5.7)}.

Drugi zbior weztow (Rys.2.7) o stalym kroku drugiej wspotrzednej h/2 = 1:
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Rysunek 2.5. Rysunek przedstawia szesnascie weztéw o stalym kroku drugiej wspot-

rzednej
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Druga czes¢ (Rys. 2.5) nie moze by¢ odtworzona za pomoca operatorow wymiaru
N =8, gdyz ilo§¢ weztoéw jest mniejsza niz siedemnadcie (dla szesnastu weztow tylko
polowa punktéow danej czedci konturu moze zostaé zrekonstruowana za pomoca ope-
ratorow wymiaru N = 8). W przypadku odtwarzania tej czesci konturu operatorami
o wymiarach N = 4 dane beda nastepujace podzbiory weztow:

By ={(8;5.7),(9.1;6.7), (10.1; 7.7), (11.5; 8.7), (12.9;9.7), (13.1; 10.7), (14.7; 11.7),
(13.8;12.7), (12.7; 13.7)},

By ={(13.8;12.7), (12.7;13.7), (11.6; 14; 7), (10.1; 15.7), (9.5; 16.7), (8.7; 17.7),
(7:18.7), (6.2;19.7), (5; 20.7)}.

W przypadku odtwarzania tej czedci konturu operatorami o wymiarach N = 2 dane
beda nastepujace podzbiory weztow:

By = {(8;5.7), (9.1;6.7), (10.1;7.7), (11.5; 8.7), (12.9: 9.7) },

By = {(12.9;9.7), (13.1;10.7), (14.7; 11.7), (13.8; 12.7), (12.7; 13.7)},
By = {(12.7;13.7), (11.6; 14; 7), (10.1; 15.7), (9.5; 16.7), (8.7; 17.7)} ,
Bs = {(9.5;16.7), (8.7;17.7)}, (7;18.7), (6.2; 19.7), (5; 20.7)} .

Trzeci zbior weztow (Rys.2.7) o stalym kroku pierwszej wspolrzednej h/2 = 1
przedstawiono na Rys. 2.6.
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Rysunek 2.6. Rysunek przedstawia pie¢ weztéw o stalym kroku pierwszej wspotrzed-
nej

Trzecia czes¢ konturu (Rys. 2.6) moze zosta¢ odtworzona tylko za pomoca ope-
ratorow wymiaru N = 2 (ilo§¢ weztéw mniejsza niz dziewiec¢). Wszystkie wezty
opisujace dany kontur przedstawiono na Rys.2.7.
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Rysunek 2.7. Rysunek przedstawia wszystkie wezty przyktadowego konturu
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Definicja 2.1. W przypadku konturu ztozZonego ze skoriczonej ilosci punktow stopien
(rzad) kompresji MHR jest stosunkiem liczby weztow kompresji do liczby wszystkich
punktéow konturu.

Schemat blokowy kompresji MHR dla catego konturu K przedstawiony zostal na

Rys. 2.8.

Podzial konturu K
na czescl Ky dla

Wyznaczenie
wezlow dla K;

Rysunek 2.8. Schemat blokowy kompresji MHR dla catego konturu

Schemat blokowy podziatu catego konturu K na czesci K; (i = 1,2,... L) w taki
sposob, aby dla kazdej czesci konturu mozliwe byto wyznaczenie wezléw o stalym
kroku jednej ze wspolrzednych, przedstawiony jest na Rys.2.9.

Funkcja sgn(arg(b — a)) ma za zadanie sprawdzenie znaku roznicy pierwszych
wspotrzednych punktow a i b. Funkcja sgn(wart(b — a)) ma za zadanie sprawdzenie
znaku roznicy drugich wspotrzednych punktow a i b. Funkcja cecha(a,b) przyjmuje
warto$¢ sgn(arg(b — a)) lub sgn(wart(b — a)) w zaleznosdci od trzech sasiednich
punktéw i jest wykorzystywana w celu ustalenia, do kiedy dana cze$¢ konturu moze
by¢ opisana za pomoca wezléw o stalym kroku danej wspotrzedne;j.

Schemat blokowy wyznaczania weztow dla czesci K; (i = 1,2,...,L) w taki
sposob, aby wezty ustalone byly w ekstremach lokalnych jednej ze wspotrzednych
oraz w przynajmniej jednym punkcie konturu lezacym miedzy ekstremami i zeby
wezly posiadaly staly krok h innej wspotrzednej, przedstawia Rys. 2.10.

Funkcja arg oblicza réznice pierwszych wspotrzednych dwoch punktow, funkcja
wart oblicza réznice drugich wspotrzednych dwéch punktéw. Schemat blokowy wyz-
naczania ekstreméw lokalnych jest przedstawiony na Rys.2.11.

Funkcja f jest zdefiniowana na poczatku schematu w zaleznosci od tego, ktora
wspolrzedna ma staly krok. Ekstrema lokalne Ey i Ejs sa punktami skrajnymi danej
czedci konturu.

Rekonstrukeja (dekompresja) calego konturu ztozonego z czesci K; (1 = 1,2, ... L)
przebiega zgodnie ze schematem na Rys.2.12.

Odtworzenie wspotrzednych brakujacych punktéow przebiega wg schematu
7z Rys.2.13 (funkcja g jest zdefiniowana na poczatku schematu w zaleznosci od
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Rysunek 2.9. Schemat blokowy podziatu catego konturu na czesci

Wyznaczenie ekstremow
lokalnych Ey dla i=0.1,...M

l

K; moze miet wezly
o stalym kroku
wspdirzedne] x

r= arg(E;-Eip)
dla ;=1.2....M

ri=wart(E;-E.1)
dla i=1.2.....00

krok /1 jest najwiglszym wspolnym dzielnikiem
dla »; (7=1.2,... M) speliajacym h < min(»)

le
e

'

plerwszym wezlem jest Epi kolejne ze
statym krokiem /4 (danej wepohzednej)

az do Eur

Rysunek 2.10. Schemat blokowy wyznaczania weztéw kompresji dla czesci konturu K;
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E - punkt skrajmy|

K ma wezly o statym kroku
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Rysunek 2.11. Schemat blokowy wyznaczania ekstreméw lokalnych dla czedci kon-
turu K;

‘ S5 :={zbidr wezlow K; }
[

Fy ¥
odtworzenie za pomoca MHR wspolrzednych
pikseli 7 (7=1,2,...,\ dla N=2,4.8) ze zbioru K3\ 5,

.

umieszezenie zrekonstruowanych pikseli
na obrazie konturu

.

‘ S;= 5, w{A L2 . . Ndla ‘

Rysunek 2.12. Schemat blokowy dekompresji (rekonstrukeji) catego konturu



35

2.2. METODA MHR

E. ma wezhy o stabyim krolos argumen
i h

¥

_gmnmmﬁm wspohzedne gt jako najminiejsze) dla 4K, VW3

BE+2kh jest wapdtrzedng punktu w K]
k=1, gdy OHE m a wymiar 2x2d
k=123, gdvOHE mawymiar 4xd
=1,2,..,7, gdy OHE ma wymiar 2x2

|znalezienie weztdw a oraz b, Zeby GBS, g0 iglt)=gly +h

_ﬁuﬁﬁmnnmim o, Zeby gfi= o glat _“H-Qu.m”,cu_

dogd weztow =16

1

wyznaczetie dwroch operatordw OHE:
I, dlawezta ai kolejrgeh o arg. gatdh . gla+2(H-10h
My dlaweztabi kolejnych 0 arg. gb+ih,. . glto+2(H-1h

E ma wezhy o stabym kyolas argumentiy

x_\

[M= o M+ (1-c)- M, |
.r,._n.

wyznaczetie dwach opetatordw odwrottgreh do OHR:
Il dlawezta ai kolejrych o wart. g a+2h, gla)+2(N-1)h
My dlawezlabikolejnych o wat. gh+ih, . g+2(H-10h

bliczenie M-P dla P=[g(t), glt)+2h,. . g D+2(H-1)k]T

OZNACTa wyEnacEenie brakujacych wepdirzedmrch punktéw PPy Py = %

Rysunek 2.13. Schemat blokowy rekonstrukeji wspoétrzednych brakujacych punktow
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tego, ktora wspolrzedna ma staly krok; pierwsze wspotrzedne punktéw x nazwano
argumentami arg., natomiast drugie wspolrzedne punktéw y nazwano wartodcia-
mi—wart.).

Przyklad czarno-bialego obrazu i odpowiedniego konturu z rozdzialu 3.4 [45]
przedstawia rysunek 2.14

Rysunek 2.14. Obraz obiektu oraz wydzielony kontur

llos¢ weztéw w MHR uzalezniona jest od ilogci minimum lub maksimum lokalnych
wartodci wspotrzednych danej krzywej. Jezeli punkty charakterystyczne posiadaja
staly krok wspotrzednej z;, to ekstremum lokalne dotyczy wspotrzednej y;; natomiast
jezeli punkty charakterystyczne posiadaja staty krok wspoétrzednej y;, to ekstremum
lokalne rozpatrywane jest ze wzgledu na wspétrzedna x;. Im wiecej wykres krzy-
wej posiada ekstreméw lokalnych, tym wiecej nalezy okredli¢ wezléw i tym mniejszy
jest stopien kompresji. Np. kazda polowa listka na Rys.2.14 posiada trzydziesci
ekstreméw lokalnych jednej ze wspoélrzednych i moze by¢ skompresowana i zrekon-
struowana za pomocg siedmiu zbioréw weztow K;.

2.2.2 Wlasnosci metody MHR

Bardzo istotne jest zbadanie doktadnosci, z jaka odtwarzane sa wszystkie punkty kon-
turu. Dla N = 2 ilo§é¢ informacji umieszczona w macierzy operatora o wymiarach
2x 2 jest mniejsza niz w OHR wymiaru 4 x4 lub 8 x8. Zaleca sie wiec stosowaé opera-
tory dla N =4 lub N = 8, poniewaz zapewniaja wieksza doktadnosé¢ obliczen. Jezeli
przyja¢ klasycznie, ze odtworzony kontur ma ksztalt wielomianu interpolacyjnego,
to oszacowanie btedu znajduje si¢ w [34]. Nasza metoda MHR pozwala jednak na
wierniejsze odtworzenie oryginalnego konturu niz tylko za pomoca wielomianu.
Najwazniejsza cechg operatora OHR jest to, iz jego macierz zawiera ortogonalne
wektory kolumnowe lub wierszowe, ktore stanowia ortogonalna baze dla punktéow
weztowych, stuzacych do budowy danego operatora OHR. Kolumny stanowia or-
togonalne wektory bazowe, ktore dla wspétczynnikow zapisanych w wektorze pier-
wszych wspotrzednych & € RN pozwolg wyznaczyé¢ wektor drugich wspotrzednych
y z rOwnania y = M - x. Znaleziona baza (2.7) jest wiec najlepsza baza pod katem
zachowania informacji o weztach i pozwala na odtworzenie punktow lezacych miedzy
weztami (Rys. 2.15). Istotny jest dobor weztow w punktach charakterystycznych kon-
turu: ekstrema lokalne oraz punkty lezace miedzy nimi (co najmniej jeden). Dzieki
takiemu wyborowi punktéow kompresji jest pewne, iz pomiedzy sasiednimi weztami
funkcja jest niemalejaca lub nierosngca (rekonstruowane punkty pomiedzy sasied-
nimi weztami leza w prostokatnym obszarze [x1, z2] X [y1,y2] wyznaczonym przez te
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wezly, zachowana jest podstawowa informacja o monotonicznosci i ekstremach krzy-
wej). Innym waznym czynnikiem wplywajacym na doktadnosé obliczen jest fakt, iz
kombinacja liniowa dwoch operatorow (2.8) jest wypukta. Dzieki temu jest pewnosc,
ze jezeli dla dwoch kolejnych weztéw np. (z1,y1), (22,72) € R? o stalym kroku
pierwszej wspolrzednej zbudowane sa operatory i poszukiwana jest wartos¢ y dla
x € [z1,22], to y € [y1,y2]. Podobnie jezeli wezlty posiadaja staly krok drugiej
wspolrzednej i poszukiwana jest pierwsza wspolrzedna x dla y € [y, 2], to = nalezy
do przedziatu [x1, x9).

(2252
(1))

,——ff"/

(=1.91]

Rysunek 2.15. Odtworzone punkty (z,y), (¢,u) lezace miedzy wezlami (x1,y1),
($27y2)

Punkty po dekompresji utworza krzywa ciagla [71]: jezeli (Rys.2.15) t = x + 4,
u =y + € oraz jezeli d — 0, to t — x oraz na mocy monotonicznosci krzywej u — 1y,
€ — 0. Doktadno$¢ dekompresji jest badana w klasie funkcji ciagtych.

Spostrzezenie 2.5. Dane sq dwa kolejne wezty (w1,11), (v2,72) € R? o statym
kroku pierwszej wspotrzednej xg — x1 = h/2. Niech ¢ € [x1,x2] oraz y. oznacza
obliczong druga wspdtrzedng punktu (c,y.). Jezeli h/2 — 0, to y. — yi.

Uzasadnienie: Jezeli 9 — 1 — 0, to xo — 1 oraz na mocy monotonicznosci
y2 — y1. Punkt (¢,y.) lezy w prostokatnym obszarze [x1, 23] X [y1,y2]. Jezeli zg — x4
oraz Y2 — y1, to [z1, 2] X [y1,y2] — (z1,91). Cazyli ¢ — 21, ye — y1-

Dla statego kroku drugiej wspotrzednej Spostrzezenie 2.5 jest analogiczne. Dane
sa dwa kolejne wezly (z1,v1), (72,72) € R? o stalym kroku drugiej wspotrzedne;
y2 —y1 = h/2. Niech ¢ € [y1,ys] oraz x. oznacza obliczona pierwsza wspolrzedng
punktu (x.,c). Jezeli h/2 — 0, to z, — z.

Spostrzezenie 2.6. Wartosci y1,y2 wezow (z1,y1), (x2,1y2) € R? sq odtworzone
doktadnie za pomocg operatora OHR o wymiarze N = 2 zbudowanego na weztach
(z1,v1), (z2,y2) o statym kroku wspdtrzednej z; (ilo$é weztow i > 4).

Uzasadnienie: Obliczono wspolczynniki (2.4):

_ iy + T2y2 _ T2y — T1Y2

wo
v +y Y3 + 3

Wowczas operator (2.7) wynosi:

_ 1 [ T1y1 + Tay2  Toyi — T1Y2 |
x4 23 | T1y2 — T2y1 Ty + T2y |

Nastepnie wyznaczono M - x:

1 [ T1y1 + T2y2  Tay1 — T1Y2 ] [ 1 ] [ wm ]
23+ 23 | Ty2 — @2y Ty +x2y2 | | T2 | Y2
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Wartosci y1, y2 sa odtworzone doktadnie.

Wyznaczajac operator M wymiaru N = 2 wg spostrzezenia 2.6 nalezy wykonaé
dziewie¢ dzialan mnozenia i dzielenia. Natomiast obliczajac wspolczynniki (2.4)
i podstawiajac do wzoru (2.7) ilos¢ takich dziatan wymosi czternascie. Ztozonosc
obliczeniowa metody zostata zmniejszona.

Spostrzezenie 2.7. Wspétrzedne 1,20 weztow (x1,y1), (x2,92) € R? sq odtwo-
rzone doktadnie za pomocq operatora odwrotnego do OHR o wymiarze N = 2 zbu-
dowanego na weztach (x1,y1), (x2,y2) o statym kroku wspétrzednej y; (ilo$é weztow
i>4).

Uzasadnienie: Obliczono wspotczynniki (2.4):

_ iy + T2y2 _ T2y — Z1Yy2

wo
v +y: Y3 + 3

Wowczas operator odwrotny do (2.7) wynosi:

M-l — 1 [ T1Y1 + ToYs  T1Y2 — ToY1 ] . (2.9)
it ys | T201 — T1y2  T1y1 + X2y2

Nastepnie wyznaczono M ™! . y:

1 [ T1Y1 + Tay2  T1Y2 — T2Y1 ] [ Y1 ] _ [ ) ]
Y2 +y2 | T2 — T1Y2 1YL+ T2Y2 Y2 T3

Wspoélrzedne z1, 29 sa odtworzone doktadnie.

Dla N = 4,8 spostrzezenia 2.6 i 2.7 oraz dowody sa analogiczne: wspolrzedne

weztow sa odtworzone doktadnie za pomoca operatora OHR albo operatora odwrot-
nego do OHR zbudowanego na tych weztach.
Uzasadnienie: Korzystajac dla N = 4 ze spostrzezen 2.10 i 2.11 mozna obliczy¢
M -z oraz M~y dlax = [z1, 22,23, 24]7 € R*iy = [y1,92,y3,34]" € R*. Wyniki
sa doktadne: M - =y oraz M~ -y = x. Podobnie dla N = 8 nalezy wykorzysta¢
spostrzezenia 2.12 1 2.13.

Spostrzezenie 2.8. Operator OHR zbudowany na weztach (x1,v1), (v2,y2) € R?
o statym kroku wspotrzednej x; réwny jest:

_ 1 [961 x2][yl —yz]
e+ | -2 w1 [ [y2 wn

Uzasadnienie wynika ze spostrzezenia 2.6.

Spostrzezenie 2.9. Operator odwrotny do OHR skonstruowany na weztach (x1,y1),
(x2,72) € R? o statym kroku wspétrzednes y; réwny jest (2.9):

1 X —X
Z\T_l 1 2 Y1 Y2
2 2 |: :| |: :| '
Y1 + Ys x2 €1 Y2 Y1

Uzasadnienie wynika ze spostrzezenia 2.7.
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Spostrzezenie 2.10. Operator OHR zbudowany na weztach (x1,y1),(x2,y2),(x3,y3),
(z4,y4) € R? 0 statym kroku wspétrzednej x; réwny jest:

Uuo u1 U2 us

1 —Uul UuQ —Uus (75)
M = 2 2 2 2
ritry+xy+xy | —U2 Uz U —U1
—Uus —Uug ul Uuo
dla
Uy = T1Y1 + T2y2 + T3Ys + T4Y4, U = —T1Y2 + Tay1 + T3Ys — T4Ys3,
Ug = —T1Y3 — T2Y4 + T3Y1 + T4Y2, U3z = —T1Y4 + T2Ys — T3Y2 + T4Y1-

Uzasadnienie: Wyznaczone wspotezynniki (2.5) wstawiono do wzoru (2.7) i doko-
nano redukcji wyrazen.

Uwaga:

Dzieki spostrzezeniu 2.10 ilo§¢ dziatari mnozenia i dzielenia potrzebnych do wyz-
naczenia operatora OHR wymiaru N = 4 wynosi dwadziescia pie¢, natomiast oblicza-
jac wspotezynniki (2.5) 1 podstawiajac do wzoru (2.7) ilosé takich dziatan wynosi
trzydziedci cztery. Ztozono$¢ obliczeniowa metody zostala zmniejszona.

Spostrzezenie 2.11. Operator odwrotny do OHR zbudowany na weztach (x1,1y1),
(2,92), (w3,3), (x4,y4) € R? 0 statym kroku wspdtrzednej y; réwny jest:

ug —ur —uU —Uus

M= L dr o Uz U2 (2.10)
vitys+yi+yl | ue —us w w
us u9 —Uui Uug

Wsp6tczynniki u; oraz uzasadnienie jak spostrzezenie 2.10.

Uwaga:

Spostrzezenie 2.11 nie zmienia ilo$ci dziatan mnozenia i dzielenia potrzebnych do
wyznaczenia operatora odwrotnego do OHR wymiaru N = 4 (2.10): nadal ilos¢
takich dzialan wynosi dwadziescia piec.

Spostrzezenie 2.12. Operator M zbudowany na weztach (x;,y;) € R?, i =1,2,...,
8 o statym kroku wspdotrzednej x; rowny jest:

[ ug U1 U us Uy Uus Uug uy |
—Uul uo us — U2 us —Uu4 —U7 Ug
—U2 —U3 UuQ Ui Ug uy —UuU4 —Us
M — 1 —us (15 —Uul () uy —Ug Us —U4
8 9 —UuU4 —U; —Ug —U7T Uug Ul (5 us ’
Z; Li —Us U4 —uy Ug —Ul uo —us u9
—Ug uy U4 —Uu5 —Ul us UuQ —Uux
L — U7 —Up us U4 —us —u2 ul Uy
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Uuo Y1 Y2 Y3 Ya Ys Y6 yr Ys I
U1 Y2 Y1 —Ys Y3 —Ys Y5 Yys  —Yr T2
U2 —Y3 Y4 i —Y2 —Yr —Ys Ys Ye T3
w— uz | _ | “Y4+ Y3 Y2 Yyr —Ys Yr  —Ys Y5 Ty
Ug —Ys Ye Yy Ys Yyr —Y2 Y3 —UYa T5
Us Y6 —Ys Ys —Yr Y2 Y1 Y4 —Y3 Ze
U —Yr —Ys —Ys Ye Ys —Ya N Y2 7
L w7 | L —Y8 Yt —Ys —Ys5 Y4 Ys  —Y2 Y1 1 L T8 |

Uzasadnienie: Wyznaczone wspotczynniki (2.6) wstawiono do wzoru (2.7) i doko-
nano redukcji wyrazen.

Uwaga:

Dzieki spostrzezeniom 2.12 ilo$¢ dziatann mnozenia i dzielenia potrzebnych do wyz-
naczenia operatora OHR wymiaru N = 8 wynosi osiemdziesiat jeden, natomiast
obliczajac wspotezynniki (2.6) i podstawiajac do wzoru (2.7) ilog¢ takich dziatan
wynosi dziewie¢dziesigt osiem. Ztozonos¢ obliczeniowa metody zostala zmniejszona.

Spostrzezenie 2.13. Operator odwrotny M~ zbudowany na weztach (z;,y;) € R2,
1=1,2,...,8 o statym kroku wspdtrzednej y; rowny jest:

[up —u1 —uz —uz —ug —us —ug —ur|
ul Uug —us (5 —Uus U4 uy —Ug
U2 U3 Uy —UP —Us —UT U4 Uus
M-l 81 U3 —uz UL Uy  —U7T UG —U5 U4 (2.11)
9 |U4  Us Ug ur up  —Ul —Uz —Uu3
Z; Yi us —Uqg U7 —Ug UL UQ u3  —uUs
Ug —U7 —U4y us u9 —Uus UuQ Ul
(U7 U —U5 —U4 U3 Uz  —uUr  uo |

Wspotcezynniki u; oraz uzasadnienie jak spostrzezenia 2.12.

Uwaga:

Spostrzezenia 2.13 nie zmieniaja ilosci dziatan mnozenia i dzielenia potrzebnych do
wyznaczenia operatora odwrotnego do OHR wymiaru N = 8 (2.11): nadal ilos¢
takich dziatan wynosi 81.

2.2.3 Dokltadno$¢é metody MHR i przyklady oszacowan bledu

Wiadomo juz, iz w weztach o elementach rzeczywistych wspoélrzedne obliczone sa
doktadnie za pomoca operatora OHR lub operatora odwrotnego do OHR. A co
dzieje sie z wyznaczonymi punktami o wspotrzednych rzeczywistych, lezacymi miedzy
weztami? W celu otrzymania odpowiedzi na to pytanie oszacowano btad przyblize-
nia MHR w klasie funkcji schodkowych uzupetnionych odcinkami pionowymi oraz
wielomianéw stopnia pierwszego, drugiego i trzeciego.

Zalozenie: odtwarzana funkcja nalezy do klasy funkcji schodkowych, uzupetnionych
odcinkami pionowymi, o stalej wysokosci i szerokosci schodka. Na Rys.2.3 znajduja
sie wezlty a = g = ap € R, b = 21 = ax € R, b—a = h/2 € R (staly krok
pierwszej wspolrzednej). Przedzial (a ;0] jest podzielony na roztaczne podprzedziaty
(a;;ait1] o rownej dlugosci h/(2K) dla ¢ = 0,1,...,K — 1 : a; = a + jh/(2K)
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25 ]

0s

Rysunek 2.16. Funkcja schodkowa miedzy weztami (1;1) i (4;4): K =3

dla 7 =0,1,..., K. Wartos¢ takiej funkcji schodkowej dla dowolnego t € (a;—1;a;]
wynosi yg + %(yl —yo) dlai=1,2,..., K (Rys.2.16).

Zalozenie: operator M zbudowano dla weztoéw (z9,y0), (x2,y2), natomiast opera-
tor M ; zbudowano dla weztow (x1,y1), (z3,y3). Wspotrzedna ¢ € [a;b], ¢ = a-a+3-b,
a+p =1, a0 € [0;1]. Wowczas przyjeto: z9 =a, r1 =b=a+ h/2, 9 =a+ h,
x3 =a+3h/2, c=a+ Bh/2.

Niech My = a- My + 8- My oznacza operator $redni do wyznaczenia drugich
wspoOlrzednych dla ¢, ¢ + h. Niech y. oznacza obliczona druga wspolrzedng dla
¢ wyznaczong za pomoca operatora My. Przeksztalcono |yo +i(y1 — vo)/K — y|
w celu oszacowania przyblizenia wartosci y.. Operator sredni wynosi:

.« ToYo + T2Y2  T2Yo — ToY2
M> = — 2
xy + x5 [Toy2 — T2Yo  ToYo + T2Y2
p [wlyl + z3ys @3y1 — l’lyg} (2.12)
a3 + a3 [T1Ys — T3y1 T1Y1 + T3Y3
Wartos¢ y. obliczono nastepujaco: [, | = May[.{n] Wowcezas wspotrzedna
Yo WYynOSi:

Yo = &®yo + B°y1 + aByo+
of <2ahyo + R%yg + h2ys  4a’y; + 6ahyy + 3Ry, — h2y3>

4a? + 4ah + 2h? 4a? + 8ah + 5h?
Oznaczono:
_ 2ahyo + h?yo + h*ys | 4aPy; + 6ahyy + 3hy1 — hys
 4a2 + 4ah + 2h2 4a? + 8ah + 5h?
Wtedy:

Yo = &?yo + B2y1 + afyo + afbs.

Szacowanie wykonano przy zaltozeniu, iz wszystkie wspotrzedne weztéw sa nieu-
jemne (w przypadku pikseli ich wspotrzedne sg nieujemne).
Zalozenie:
a>0,y1 > yo>0,5>0.

Po obliczeniu %, i wykorzystaniu faktu, iz iloczyn a - 3 € [0;25], a o2, 8% € [0;1]
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otrzymano oszacowanie dla¢=1,2,... K:

; ;
Yo+ 22 (U1 = ¥0) = Ye| = |v0 — a*yo — afyo — BPy1 — afBs + 71 — )

= lwo(1 —a®—af - ) — (5 - %) — afs

2 _af=p+aB=08=1-q, zapisano wiec:

Poniewaz 1 — «

7 7

_ 1—a2— vy 2 _ _
yo(l —a” —af - 2) —y(6” — 5 +af —ab) —afs

= (0~ 1)1 — @~ =) + yaaf — afs

= (1 = w0)(1 — o= ) — yraB + aps

0 < afys < afy; < 0.25y1 zatem:

<

(y1 —yo)(1 —a — %) + aps

K

= ‘(yl —yo)(i ta—1)—afs

Poniewaz dla i =2,3,..., K —1: 2L << L,
' l—a+#<1l-aB<1-05%83<1, wie:

< ‘(yl —yo)(1 =058 +a—1)— aﬁs‘
= |(a = 05%aB) (51 — yo) — s

= a|(1=58-0.5%) (41 — o) - s .
(2.13)

Uwaga:
Gestosé weztow rosnie, gdy h/2 — 0. Wowcezas jezeli @ — 0, to oszacowanie bledu
(2.13) dazy do zera. Natomiast jezeli  — 0 (wtedy o — 1), to oszacowanie btedu
(2.13) wynosi |y1 — yo| i takze dazy do zera, gdy h/2 — 0.

Jezeli h — 0, wtedy s — y1 i ye — ?yo + B%y1 + afyo + aBy1 = ayo + By
Oznacza to, ze wartosci wspolrzednych mogg byé liczone jak dla funkcji liniowe;j.

Przyklad oszacowania: jezeli h/2=1 (krok wspotrzednej z;), a = 9 =1, 21 = 2,
To = 3, 23 =4, yo = 2, y1 = 4, y2 = 0, y3 = 2, a = 045, to wowczas
lyo +i(y1 — yo)/ K — ye| < 0.008.

Oszacowanie przy zatozeniu, iz a > 0, yo > y1 > O:

7
Yo + E(yl —Y0) — Ye

<a|(=8-05")(yo — 1) - Bs|. (2.14)

Przyklad oszacowania: jezeli h/2=1 (krok wspohrzednej ;) a = 9 =1, 21 = 2,
ry =3, 23 =4 y =8 y1 =4, y2 =0 y3 =2, o = 039, to wowczas
lyo + % (41 — o) — ye| < 0.004.



2.2. METODA MHR 43

Druga wspolrzedna y..p dla (¢ + h) € [x9,z3] obliczona jest (2.13) nastepujaco:
[y;yjh] = My [ .{n] Wowczas podobnie jak dla y,:

Yorn = Yo + B2y + abys

L af ahyo + ahys + h%ys N 4a’ys + 6ahys + h*y, + 3h%ys3
2a2 + 2ah + h? 4a? + 8ah + 5h? '

Szacowanie przebiega analogicznie jak w przypadku y.. Dla y3 > yo > 0 otrzy-
mano nier6wnosc:

<al(-8-05) (s - )

5 ahyo + ahys + h*ys  4a?ys + 6ahys + h*y; + 3h%ys
2a? + 2ah + h? 4a? + 8ah + 5h? '

7
Yo + E(ys —Y2) = Yeth

Jezeli natomiast yo > y3 > 0, to wtedy:

< a‘(l —B-0.5%) (2 — ys)

3 ahyo + ahys + hya  4a?ys + 6ahys + h*y1 + 3h%ys
2a? + 2ah + h? 4a? + 8ah + 5h? ’

7
Y2 + E(yg —Y2) = Yeth

W przypadku weztow o statym kroku drugiej wspotrzednej h/2 = y; —yo obliczenia
przebiegaja analogicznie. Operator sredni odwrotny dla obliczenia pierwszych wspotrzed-
nych x., z.1p dla danych drugich wspotrzednych: ¢ = a-a+ (-b, ¢+ h (a = yp oraz
b = y1) wynosi:

o a [fvoyo +@2y2 ToY2 — 11723/0} B [myl +a3ys T1y3 — x3y1]
22+ y3 wavo —woy2 woyo +ay2] yi+y3 [T3y1 — wiys Tiy1 +a3ys])

Pierwsza wspotrzedna x, obliczono z rownania [45¢, ] = My ' [.£5] Wtedy:

z. = &’z + P21 + aBzo + afBs’
dla:
,  2ahxo + h?xo + h?xs | 40wy + 6ahwy + 3h%xy — hlas
"~ 4a? + 4ah + 2h? 4a? + 8ah + 5h?

Oszacowano x, dla funkcji schodkowej, uzupetnionej odcinkami pionowymi:

a;o—i-i(xl —x0) — T¢ <a‘(1—ﬂ'0.55)(x1 —xo)—ﬂs", gdy x1 > zg > 0;

K

To + i(xl —x0) — x| < oz‘(l —ﬁ'0.55)(x0—:171) —ﬁs", gdy xg > x1 > 0.

K

Przyklad oszacowania: jezeli h/2=1.5 (krok wspotrzednej y;), zo = 5, z1 = 3.9,
To =1, 3 = 2, y9g = 3.5, y1 = 5, y2 = 6.5, y3 = 8, a = 0.79, to wowczas
|20 + % (21 — m0) — x| < 0.0655.

Oszacowanie bledu (2.13) zrobiono dla funkcji schodkowej, uzupelnionej od-
cinkami pionowymi (Rys.2.16) o ksztalcie, ktory sugeruje, iz interpolowana funkcja



44 ROZDZIAEL 2. OPIS METODY MHR

jest rosnaca i wklesta w danym przedziale (ma ujemng druga pochodna). W zwigzku
z tym w przypadku funkcji rosnacej i wypuktej (o dodatniej drugiej pochodnej)
oszacowanie (2.13) wykaze wiekszy btad niz dla funkcji rosnacej i wklestej. Z kolei
oszacowanie (2.14) zrobiono dla funkcji schodkowej o ksztalcie, ktory sugeruje, iz in-
terpolowana funkcja jest malejaca i wypukta w danym przedziale. W zwigzku z tym
w przypadku funkcji malejacej i wklestej oszacowanie (2.14) wykaze wiekszy btad niz
dla funkcji malejgcej i wypuktlej.

Jezeli dana jest pierwsza wspohrzedna ¢ € [a;b], c = a-a+ (b, a+ (=1,
a,f € [0;1] (Rys.2.3), to warto$¢ y. obliczona wzorem:

Ye c
= M.
o) =5

Wynosi:

Y = &2y + By + abyo

‘af <2ahy0 + h2yo + h%ys  4a®y; + 6ahy; + 3h%y; — h2y3>

4a? + 4ah + 2h2 4a? + 8ah + 5h2

2ahyo + h2yo + h2y2 _ 2ahy + 2h2y; + h2y3>

_ 2 2
= ayotFyitalbyotafyitaf < 4a2 + 4ah + 212 4a2 + 8ah + 5h2

Warto zauwazy¢, iz a? + 32 +afB+af = (a+ ()% = 1. Wystepuje tu analogiczny
zwigzek wspotczynnikow przy drugich wspotrzednych jak w przypadku ¢ = a-a+(-b,
gdzie a + = 1.

Definicja 2.2. Wielkosé:

2ahyo + hPyo + Wy 2ahy1 + 2h%ys + hPy3
4a? + 4ah + 2h? 4a? + 8ah + 5h? ’

r:r(h):aﬂ<

nazwano resztq obliczania drugiej wspotrzednej y. za pomocqg operatora Sredniego
OHR wymiaru N = 2.

Uwaga:

Jezeli gestos¢ weztow rosnie, czyli h/2 — 0, wowczas r — 0 (dla pierwszego wezta
a # 0). Rowniez jezeli wspolrzedna c zbliza sie do wspotrzednych a lub b, czyli a — 0
lub § — 0, wtedy r — 0.

Spostrzezenie 2.14. Drugqg wspdtrzedng y., obliczong za pomocg MHR dla N = 2,
mozna zapisac jako:

Ye = (a+ B)(ayo + By1) + 1 = ayo + By1 + 7. (2.15)

Uwaga:

Spostrzezenie 2.14 moéwi, iz w celu obliczenia drugiej wspotrzednej y. 7 uzyciem
MHR dla N—2 nie trzeba szuka¢ dwoch operatoréow OHR i operatora sredniego,
lecz mozna skorzystaé ze wzoru (2.15). Jednak wzor (2.15) nie pozwala na mniejsza
zlozono$¢ obliczeniows: liczac na podstawie operatoréw nalezy wykonaé 26 dziatan
mnozenia i dzielenia w celu znalezienia dwoch wartosci, natomiast korzystajac ze
wzoru (2.15) wykonuje sie 20 operacji mnozenia i dzielenia w celu znalezienia jednej
warto$ci.
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W zwiazku ze spostrzezeniem 2.14 oszacowanie btedu przyblizenia dla funkcji
schodkowe]j uzupelnionej odcinkami pionowymi jest nastepujace:

7
Yo+ —(y1 —yo) —ayo — By1 — 7

y0+i(y1—y0) —Ye e
~|n =) (5 -5) -+

K

poniewaz dla i =1,2,..., K: %gﬁg%,wiqc:
< ) i i—1

- — - —r
> W1 — Yo K K

Btad przyblizenia dla funkcji schodkowej, uzupetnionej odcinkami pionowymi, o
stalej szerokodci i wysokosci schodka zalezy od ilosci schodkéow K. Jezeli K — oo,
wowczas funkcja schodkowa przyjmuje ksztatt funkeji liniowej i btad przyblizenia
wynosi |r|.

Uwaga:

Przyklad oszacowania: jezeli h/2 = 0.5 (krok wspotrzednej x;), K = 50, xy = 3.5,
r1 =4, 290 =45, 23 =5,y =15, y1 =39, y2o=1, y3 =2, a = 0.9, to wowczas
lyo + % (y1 — yo) — ye)| < 0.08.

Oszacowano teraz doktadnos¢ MHR w klasie wielomian6éw stopnia 1,2,3 w punkcie
o wspoélrzednej ¢ € [a;b], c=a-a+ (b, a+ =1, a,3 €[0;1] (Rys. 2.3).
Zalozenie: odtwarzana funkcja f nalezy do klasy funkcji liniowych ($cislej —
afinicznych) pomiedzy sasiednimi weztami (@ = zp;79) € R?, (b = z1;y1) € R?
o stalym kroku pierwszej wspohzednej b —a = h/2 € R. Wtedy (2.15):

|f(C) - yc| = |ay0 + By1 — yc| = |T‘| :
Uwaga:

Wartosé bezwzgledna reszty |r| jest najwieksza dla o = f = 0.5, tzn. gdy
wspolrzedna c lezy w potowie przedziatu [a;b]. Wowczas:

" — 0.95 2ahyg + h2y0 + h2y2 B 2ahyy + 2h2y1 + h2y3
e 4a? + 4ah + 2h2? 4a? + 8ah + 5h?

Przyklad oszacowania: jezeli h/2 = 0.1 (krok wspoltrzednej z;), xg = 3.2, z1 =
33, 22 =34, 23 =35, 90=3, 11 =79, y2 =0, y3 = 2, o = 0.12, to wowczas
|f(¢) = yel = [r| = 0.09.

Zalozenie: odtwarzana funkcja nalezy do klasy funkcji kwadratowych postaci f(x) =
ma? + tr pomiedzy sgsiednimi weztami (a = z0;y0) € R?, (b = z1;y1) € R? o
staltym kroku pierwszej wspotrzednej b —a = h/2 € R. Wtedy 7 uktadu réwnan
o niewiadomych m, t:

Yo = ma® + ta
U1 :m(a—i-%)z—kt(a—l-%)

otrzymano:
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mo Y0 h2yo + 4ahyo + 4a’y — 4a’y
- a? 2a3h + a?h? ’

h2yo + dahyo + 4a’yy — 4a’y;

t =
2a%h + ah?

Mozna oszacowaé btad przyblizenia dla wspolrzednej ¢ € [a;b], c = a-a+ (-,
a+f=1a,p€0;1]dlaa>0,y >yo=>0:

1£(c) = ye| = |me® + tc — ayo — Byr — 7|
4a + 2h3?% + 4haf — afah®
h(2a + h)

< la(y1 — o)

Przyklad oszacowania: jezeli h/2 = 3 (krok wspotrzednej xz;), xo = 3.5, 1 = 6.5,
o = 95, x3 = 125, yo = 3, y1 = 3.9, yo = 1, y3 = 2, o = 0.82, to wowczas
|f(c) — ye| < 0.006332, r = 0.1286.

W przypadku, gdy a > 0, yo > y1 > 0, to oszacowanie btedu dla funkcji kwadra-
towej przyjmie postac:

4a + 2h3?% + 4haf — afah®

a(yo — y1)

Zalozenie: odtwarzana funkcja nalezy do klasy funkcji postaci f(x) = ma3 +t
pomiedzy sasiednimi weztami (a = zg;y0) € R?, (b = 21;91) € R? o stalym kroku
pierwszej wspolrzednej b — a = h/2 € R. Wtedy z uktadu rownan o niewiadomych
m,t:

Yo = ma> +t
3
yi=m(a+2) +t¢
otrzymano:

_— 8(y1 — yo)
12a2h + 6ah? + h3’

~ 8a’yo — 8a’y1 + 12ahyg + 6ahyo + hPyo
B 12a2h + 6ah? + h? ’

Mozna obliczy¢ btad przyblizenia dla wspolrzednej ¢ € [a;b], ¢ = a-a+ (b,
a+pf=1ap€(0;1] dlaa>0,y >y >0:

t

1£(€) = ye| = |mc® +t — ayo — Byr — 7|
12a8a + 12a3% + 2hB% — aBah® — 12a — 2h
= |0:5h5(y1 = o) 6ha + 1242 + A2

- T.

Przyklad oszacowania: jezeli h/2 = 1 (krok wspotrzednej z;), v = 1, 1 = 2,
x9=3,x3=4,y0 =12, y1 =24, yo = 57, y3 = 32, « = 0.5 to wowczas |f(c) — y.| =
0.0048, r = 0.145.

W przypadku, gdy a > O,y0 > y1 > 0, to blad dla funkcji f(z) = ma® + ¢
przyjmie postac:

12a8a + 12a3% + 2hB% — aBah® — 12a — 2h

|f(€) = yel = |0.5h8(yo — 1) Gha + 12a2 + h2 -
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Uwaga:

Jezeli h/2 — 0 (a # 0) lub a — 0 albo 8 — 0, wowczas blad przyblizenia
|f(c) — ye| — 0 dla funkcji postaci f(x) = ma3 +t.

W przypadku odtwarzania funkcji klasy f(z) = maza® 4+ maox? + myz + t dla
weztow (a = xo;90), (b =a+ h/2 = x1;y1), (a+h = x2;92), (a + 3h/2 = x3;y3)
nalezy rozwiazaé¢ uktad réwnan liniowych o niewiadomych mg, mo, my,t:

Yo = m3a3 + mga2 +mia+t

yi =mala+ 2> +mola+ )2 +mi(a+b)+t
yo =mgla+h)>+ma(a+h)?+mi(a+h)+t

ys =mala+ L) +mo(a+ )2 +my(a+3) +1

Wyznacznik gtéwny tego uktadu wynosi 3h°/16 > 0. Rozwigzania s nastepujace:
Y3 — 3y2 +3y1 — Yo

=4
2hyo + 6ays — 2ays + 2ayg + 4hys — 6ay; — Shy1 — hys
meo =2 )
B3
1
my =z (2ahyo — 120hys + 48ahys — 2h%ys + 9h%ys — 18h%ys + 11h%yq

+12a%yg — 12a%ys — 60ahy; — 36a2y1) ,

1

+ 12a2yoh + 4a’yo — 18ah?y; — 30ay1h + 12a3y* — 4a3y® — 12a3y1) .

t —6aysh + 11ah®yy — 2ah®yo + 9ahys + 24aysh + 3h3y,

Nalezy oszacowaé blad przyblizenia dla wspotrzednej ¢ € [a;b], c = a-a+ (-0,
a+B=1,a,83¢€l0;1]:

|f(c) —ye| = ‘m?,cg +mac® +mic+t — ayo — By — 7’|

1 1 1 1
= 28y1 — gyoﬁg + §y1ﬁ3 - §y2ﬁ3 + gy?ﬁ?’ + Yo + 2y2/3

5 ., 01 1 3 5
28 = SysB— Sy — 2y0B—r|. (21
2y15 2y05 + 3y3B 2y25 6yoﬂ rl. (2.16)

Wowczas jezeli a — 0 lub 8 — 0, to |f(¢) — ye| — 0.

Oszacowano teraz dla przyktadowej krzywej btad przyblizenia wybranych punk-
tow za pomoca metody Béziera i metody MHR. Oryginalna krzywa opisana jest za
pomocy siedmiu weztéw i przedstawiona jest na Rys. 2.17.

Krzywa Béziera aproksymujaca oryginalng krzywa (Rys.2.18) dana jest za po-
moca pieciu punktow kontrolnych: (0;1), (0.25;0), (0.50;0), (0.75;2), (1; —1). Takim
punktom kontrolnym odpowiada wielomian y = —8t* +4¢3 +6t2 —4t41 dla t € [0;1],
do ktorego naleza skrajne wezty (0;1) i (0.96; —0.56) oraz ekstrema lokalne w punk-
tach (0.32;0.38) i (0.64;0.6) liczone z doktadnoscia rzedu 0.01.

Dla wybranych argumentéw x poréwnano wartosci oryginalnej krzywej i wartosci
wyliczone z wykorzystaniem krzywej Béziera (Tab.2.1):

Btad przyblizenia metody Béziera liczony jako srednia arytmetyczna z modutéw
réznicy odpowiednich wartosci wynosi 0,0594; natomiast btad S$redniokwadratowy
metody Béziera dla tych samych danych wynosi 0,08455.
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z; | 0] 0,16 | 0,32 ] 0,48 | 0,64 | 0,8 | 0,96
v: | 1069038049 | 0,6 | 0,02 -0,56

Rysunek 2.17. Oryginalna krzywa

Rysunek 2.18. Wielomian jako krzywa Béziera i punkty kontrolne potaczone od-
cinkami
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T oryginal | Bézier | réznica
0,24 0,535 0,410 0,125
0,56 0,545 0,560 0,015
0,28 0,458 0,390 0,068
0,60 0,573 0,590 0,017
0,30 0,420 0,380 0,040
0,62 0,590 0,600 0,010
0,20 0,613 0,460 0,153
0,52 0,518 0,520 0,002
0,18 0,650 0,490 0,160
0,50 0,504 0,500 0,004

Tablica 2.1. Poréwnanie wartosci oryginalnej krzywej i wartosci wyliczonych za po-
moca metody Béziera

x oryginat | MHR | réznica
0,24 0,535 0,585 0,050
0,56 0,545 0,524 0,021
0,28 0,458 0,490 0,032
0,60 0,573 0,560 0,013
0,30 0,420 0,440 0,020
0,62 0,590 0,580 0,010
0,20 0,613 0,650 0,037
0,52 0,518 0,510 0,008
0,18 0,650 0,670 0,020
0,50 0,504 0,500 0,004

Tablica 2.2. Poréwnanie wartosci oryginalnej krzywej i wartosci wyliczonych za po-
moca metody MHR

0,09000
0,08000
0,07000
0,06000
0,05000 O btad $redniokwadr.

0,04000 - @ sredni modut réznicy
0,03000

0,02000 -
0,01000 -
0,00000

Bezier MHR

Rysunek 2.19. Poréwnanie btedu przyblizenia metody Béziera i MHR dla przykta-
dowej krzywej

Dla wybranych argumentéw x poréwnano wartosci oryginalnej krzywej i wartosci
wyliczone z wykorzystaniem metody MHR dla operatora OHR wymiaru 2x2 (Tab. 2.2).

Btad przyblizenia metody MHR liczony jako $rednia arytmetyczna z modutéw
réznicy odpowiednich wartodci wynosi 0,0215; natomiast blad $redniokwadratowy
MHR dla tych samych danych wynosi 0,02546.
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100

90
80
70
60
50
40

30
20

Bezier MHR

Rysunek 2.20. Poréwnanie ztozonosci obliczeniowej metody Béziera i MHR dla przy-
ktadowej krzywej

‘Whiosek:

Dla przyktadowej krzywej metoda MHR cechuje sie wickszg dokladnoéciag obliczeri
niz metoda Béziera.

W celu obliczenia przyblizonych wartosci dla dziesieciu punktow przykltadowej
krzywej (Rys. 2.17) metoda Béziera wykonano 90 operacji mnozenia i dzielenia (uwz-
gledniajac juz skrécenie wielkoéci przy obliczaniu symbolu Newtona i wyznaczanie
wartosci wielomianu wg schematu Hornera), natomiast metoda MHR wymaga 58
mnozen.

‘Whniosek:

Dla przyktadowej krzywej metoda MHR. cechuje sie mniejsza ztozonoscia oblicze-
niowa niz metoda Béziera.

Metoda Béziera wymaga dla przyktadowej krzywej pieciu punktéw kontrolnych,
natomiast MHR korzysta z siedmiu weztéw. Oznacza to, iz przy rekonstrukcji danej
krzywej zlozonej ze stu punktow metoda Béziera zapewnia 5% kompresji (liczba
danych punktéw jest zmniejszona o 95%), natomiast MHR 7% kompresji (liczba
danych punktow jest zmniejszona o 93%).

‘Whiosek:

Metoda MHR posiada dla przyktadowej krzywej troche gorszy stopiet kompresji,
jednak przy znacznych réznicach w doktadnosci obliczen i ztozonosci obliczeniowej na
korzy$¢ metody MHR nieznaczna roznica stopnia kompresji jest do zaakceptowania.

7 oszacowan btedu przyblizenia wartosci w punkcie lezacym pomiedzy weztami
(z0,y0) 1 (z1,y1) wynika, ze jest on tym mniejszy, im mniejsza jest wielko$¢ |y — yol
lub krok h/2 = x1 — ¢ oraz im mniejsza jest odleglos¢ szukanego punktu od jednego
z dwoch sasiednich weztow (dla weztow o stalym kroku wspotrzednej ;). W przy-
padku weztéw o stalym kroku wspolrzednej y; oszacowania btedu przebiegaja ana-
logicznie.

2.2.4 Zlozono$é¢ obliczeniowa dekompresji MHR

Ztozonod¢ obliczeniowa rekonstrukcji konturu ztozonego z M pikseli oszacowano
nastepujaco:

Zalozenie: przyjeto wariant najwiekszej ztozonosci obliczeniowej w przypadku, gdy
kompresowany obraz o wymiarach M x M (M > 8) sklada sie tylko z czarnych
pikseli.
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Rysunek 2.21. Kwadratowy obraz zlozony tylko z czarnych pikseli

Kazda linia pozioma jest zapisana za pomoca pewnej liczby weztéw o wspotrzed-
nych naturalnych i nastepnie kazda linia pozioma jest po kolei odtworzona za pomoca
MHR przy wykorzystaniu operatora OHR odpowiedniego wymiaru. Wyznaczajac
zlozono$¢ obliczeniowa wzieto pod uwage liczbe wykonanych dziatan mnozenia i
dzielenia. Oszacowanie ztozonosci obliczeniowe]j rekonstrukcji konturu ztozonego 7
M pikseli wykonano na przyktadzie krzywej (linii) zbudowanej z M pikseli. Jest
oczywiste, ze jezeli w kazdej linii poziomej iloé¢ weztéw wynosi s, to rzad kompresji

réwna sie sM/M? = s/M.

Twierdzenie 2.1. (0 niezmienniczo$ci ztozonosci obliczeniowej dekompresji MHR
w przypadku podwajania ilogci weztow)

Zatozenie: ilo$é réwnoodlegtych weztdw o elementach rzeczywistych w kazdej linii
poziomej wynosi s > 4. Niech k—2 = N oznacza wymiar wszystkich operatorow OHR
uzytych w MHR (k = 4,6,10; N = 2,4,8). Dodatkowo niech liczba weztéw powigzana
bedzie nastepujgeg rekurencja: s(0) = 5,s(i) =2s(i — 1) — 1 dlai =1,2,..., M (ilosé
weztow s = 5,9,17,33,...).

Teza: jezeli dla liczby weztow s ztozonosé obliczeniowa rekonstrukcyi obrazu o wymi-
arach M x M pikseli za pomocg MHR wynosi kM? + mM, to przy ilosci weztéw
2s — 1 (kazdy nowy wezel powstaje w potowie odcinka miedzy wezesniej istniejgeymi
Juz weztami) ztozonosé obliczeniowa rekonstrukeji obrazu o wymiarach M x M pikseli
w MHR za pomocq operatoréw OHR o niezmienionym wymiarze N = k — 2 wynosi

EM? + (2m + k) M.

Dowod:

Dla minimalnej ilosci weztow s—5 w przypadku wykorzystania operatorow OHR
wymiaru 2 X 2 zlozono$¢ obliczeniowa zostala pokazana w spostrzezeniach 2.14:
kM +m = 4M + 7. Dla minimalnej ilosci weztow s = 9 w przypadku wykorzys-
tania operatoréw OHR wymiaru 4 x 4 ztozonos¢ obliczeniowa zostala pokazana w
spostrzezeniach 2.15: kM +m = 6M + 21. Dla minimalnej ilosci weztow s = 17 w
przypadku wykorzystania operatoréw OHR wymiaru 8 x 8 ztozono$¢ obliczeniowa
zostata pokazana w spostrzezeniach 2.17: kM +m = 10M + 73.

Niech dla ilosci weztow s:

M —s

EM+m=1t-u-+
s—1

P g,

gdzie: t = % . Z:é oznacza ilo$¢ operatorow OHR danego wymiaru, potrzebnych
do obliczeni; u jest iloscig operacji mnozenia i dzielenia wykonanych przy budowie
jednego operatora OHR danego wymiaru (u=9 dla operatora OHR wymiaru 2 x 2,
u = 25 dla operatora OHR wymiaru 4 x4, v = 81 dla operatora OHR wymiaru 8 x 8);
p rowna sie ilosci dziatan mnozenia i dzielenia wykonanych przy budowie jednego
operatora $redniego i pomnozeniu operatora $redniego przez wektor odpowiednich
wspohrzednych (p = 8 dla operatora OHR wymiaru 2 x 2, p = 24 dla operatora OHR
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wymiaru 4 x 4, p = 80 dla operatora OHR wymiaru 8 x 8); ¢ = Z:; = %t jest iloscia

podprzedzialéw wyznaczonych przez kolejne wezty i potrzebnych do obliczeri.
Wtedy

p-q spq
m = tu — .

k =
s—1’ s—1

Dla ilosci weztow 2s — 1 ilo$¢ dziatart mnozenia i dzielenia potrzebnych do rekonstru-
kcji jednej linii ztozonej z N pikseli wynosi:

M —2 1 M —2 1
2s — 2 s—1
2
— M P oy, EPL L Py o k.
s—1 s—1 s—1

Po wymnozeniu przez ilos¢ linii M otrzymano kM2 + (2m + k)M. Jest to zlozonosé
obliczeniowa rekonstrukcji obrazu o wymiarach M x M pikseli za pomocg MHR z
wykorzystaniem operatorow OHR wymiaru N =k — 2 = 2,4, 8.

Uwaga:
Zwiekszenie ilosci weztéw powoduje wzrost dokladnosci rekonstruowanego kon-
turu przy niezmienionej ztozonosci obliczeniowe;j.

Zltozonosé obliczeniowa rekonstrukcji obrazu za pomoca operatoréw OHR
wymiaru 2 X 2

Spostrzezenie 2.15. Z zatozZenia kazda linia pozioma jest zapisana za pomocq pieciu
weztdw o wspdtrzednych naturalnych. Wowczas ze wzgledu na wymiar operatora OHR
N =2 ilosé¢ operacji mnozenia i dzielenia wykonanych przy rekonstrukcyi kazdej linii
wynosi (N +2)M +7=4M + 7, co po przemnozeniu przez ilosé linii M da wielkosé
(AM + 7)M dziatari mnozenia lub dzielenia.

Uzasadnienie:

Dla kazdej linii nalezy znalez¢ trzy operatory OHR (jeden dla wezta pierwszego i
trzeciego, drugi dla wezta drugiego i czwartego, trzeci dla wezta trzeciego i piatego)
wymiaru 2 x 2 (3-9 = 27 dzialan mnozenia lub dzielenia na podstawie uwagi do
spostrzezenia 2.6). Potem dla (M —5)/4 pikseli (bez weztow) w jednej ¢wiartce
podzielonej poziomej linii wykona¢ nalezy osiem dzialan mnozenia i dzielenia: cztery
dla zbudowania operatora $redniego (2.8) i cztery dla wyliczenia dwoch brakujacych
wspotrzednych z uzyciem operatora $redniego. Odtworzonych jest potowa punktéow
(z 11 IIT ¢wiartki linii), liczba mnozen i dzieleni zostanie podwojona przy rekonstrukeji
drugiej potowy punktow (z ITi IV ¢wiartki linii): 27 + (L;@ -8-2=4M + 7.
Wnhiosek:

Ztozonos¢ obliczeniowa dekompresji obrazu o wymiarach M x M z uzyciem MHR
za pomocy operatorow OHR wymiaru 2 x 2 jest nie wieksza niz 4M? + 7M przy
kompresji rzedu 5M /M? =5/M.

Uwaga:

Jezeli liczba wezlow bedzie wieksza, to rzad ztozonosci obliczeniowej dekompresji
MHR przy wykorzystaniu operatoréw OHR wymiaru 2 X 2 nie zmieni sie.

Na przyktad przy dziewieciu weztach w kazdej poziomej linii otrzymano wielkosé
2-3-9+ % -8-2-2=4M + 18 dzialait mnozenia lub dzielenia dla kazdej linii, co
daje ztozonoé¢ obliczeniowa 4M?2 + 18 M przy kompresji rzedu 9M /M? = 9/ M.
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Rysunek 2.22. Zlozono$¢ obliczeniowa MHR przy zastosowaniu operatorow OHR
wymiaru 2 x 2 jest rzedu O(M?)

Na Rys. 2.22 pokazano zaleznog¢ 4M? + Mm (m € N, m opisano w twierdzeniu
2.1) pomiedzy wymiarem obrazu M x M a iloscig weztow s dla jednej linii w MHR
przy zastosowaniu operatorow OHR wymiaru 2 x 2 (pokrywajace sie punkty dla
danego M wskazuja na nieznaczne zmiany liczby mnozen i dzielen przy zwiekszaniu
ilosci weztow).

Z Rys. 2.22 wynika, iz ztozono$¢ obliczeniowa dekompresji MHR przy zastosowa-
niu operator6w OHR wymiaru 2 x 2 pozostaje rzedu O(M?) przy zwiekszonej ilogci
weztow.

Zlozonosé obliczeniowa rekonstrukcji obrazu za pomoca operatoréw OHR
wymiaru 4 x 4

Spostrzezenie 2.16. Z zatozenia kazda linia pozioma jest zapisana za pomocq dzie-
wieciu weztow o wspotrzednych naturalnych. Wowczas ze wzgledu na wymiar opera-
tora. OHR N —/ ilo$é operacji mnozenia 1 dzielenia wykonanych przy rekonstrukcyi
kazdej linii wynosi (N + 2)M + 21 = 6M + 21, co po przemnozeniu przez ilo$é lingi
M da wielkosé (6 M + 21)M dziatar mnozenia lub dzielenia.

Uzasadnienie:

Dla kazdej linii nalezy znalez¢ trzy operatory OHR wymiaru 4 x 4 (3-25=75 dzia-
lann mnozenia lub dzielenia na podstawie uwag do spostrzezenia 2.10 i 2.11), potem
dla (M —9)/8 pikseli (bez weztow) w 1/8 czesci podzielonej poziomej linii wykona¢
nalezy dwadzie$cia cztery dzialania mnozenia i dzielenia: osiem dla zbudowania ope-
ratora §redniego (2.7) i szesnascie dla wyliczenia czterech brakujacych wspotrzednych
7z uzyciem operatora $redniego. Odtworzonych jest potowa punktow (w I, 111, V, VII
podprzedziale podzielonej linii), liczba mnozen i dzieleri zostanie podwojona przy
rekonstrukcji drugiej potowy punktow (w II, IV, VI, VIII podprzedziale podzielonej
linii): 75 4+ =224 .2 = 6M + 21.

‘Whniosek
Ztozonosé obliczeniowa dekompresji obrazu o wymiarach M x M w MHR za

pomocy operatorow OHR wymiaru 4 x 4 jest nie wicksza niz 6M?2 + 21M przy
kompresji rzedu 9M /M? = 9/M.
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Uwaga:

Jezeli liczba weztéw bedzie wieksza, to rzad ztozonodci obliczeniowej dekompresji
MHR przy wykorzystaniu operatoréw OHR wymiaru 4 x4 nie zmieni sie. Na przyktad
przy siedemnastu weztach w kazdej poziomej linii otrzymano wielkoéé 2-3-25+ M2f817-
24-2-2 = 6M + 48 dziatain mnozenia lub dzielenia dla kazdej linii, co daje ztozonog¢
obliczeniowa 6M? + 48M przy kompresji rzedu 17M /M? = 17/ M.

Na wykresie pokazano zaleznog¢ 6 M2 + Mm (m € N, m opisano w twierdzeniu
2.1) pomiedzy wymiarem obrazu M x M a iloscig weztow s dla jednej linii w MHR
przy zastosowaniu operatorow OHR wymiaru 4 x 4 (pokrywajace sie punkty dla
danego M wskazuja na nieznaczne zmiany liczby mnozen i dzielen przy zwiekszaniu

ilodci weztow).
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Rysunek 2.23. Zlozono$¢ obliczeniowa MHR przy zastosowaniu operatorow OHR
wymiaru 4 x 4 jest rzedu O(M?)

Z Rys. 2.23 wynika, iz ztozono$¢ obliczeniowa dekompresji MHR przy zastosowa-
niu operatoréw OHR wymiaru 4 x 4 pozostaje rzedu O(M?) przy zwiekszonej ilogci
weztow.

Zlozonosé obliczeniowa rekonstrukcji obrazu za pomoca operatoré6w OHR
wymiaru 8 x 8

Spostrzezenie 2.17. Z zatozenia kazda linia pozioma jest zapisana za pomocg siedem-
nastu weztow o wspdtrzednych naturalnych. Wowczas ze wzgledu na wymiar operatora
OHR N = 8 ilosé operacji mnozenia i dzielenia wykonanych przy rekonstrukcyi kazdej
linii wynosi (N +2)M + 73 = 10M + 73, co po przemnozeniu przez ilo$é linii M da
wielkosé (10M + 73)M dziatar mnozenia lub dzielenia.

Uzasadnienie:

Nalezy znalez¢ trzy operatory OHR wymiaru 8 x 8 (3-81-243 dzialann mnozenia
lub dzielenia na podstawie uwag do spostrzezen 2.12 i 2.13), potem dla (M — 17)/16
pikseli (bez weztow) w 1/16 czesci podzielonej poziomej linii wykona¢ nalezy osiem-
dziesiat dziatan mnozenia i dzielenia: szesnascie dla zbudowania operatora $red-
niego (2.7) i szesc¢dziesiat cztery dla wyliczenia oémiu brakujacych wspotrzednych z
uzyciem operatora sredniego. Odtworzonych jest polowa punktéw, liczba mnozen i
dzielent zostanie podwojona przy rekonstrukcji drugiej potowy punktow: 243+ M1_617-
80 -2 =10M + 73.
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‘Whniosek

Ztozonos¢ obliczeniowa dekompresji obrazu o wymiarach M x M w MHR za
pomoca operatorow OHR wymiaru 8 x 8 jest nie wieksza niz 10M? 4 T3M przy
kompresji rzedu % = 1—1\;
Uwaga:

Jezeli liczba weztéw bedzie wieksza, to rzad ztozonodci obliczeniowej dekompresji
MHR przy wykorzystaniu operatoréw OHR wymiaru 8 X8 nie zmieni sie. Na przyktad
przy trzydziestu trzech weztach w kazdej poziomej linii otrzymano wielkosé¢ 2-3- 81+

M=33.80-2-2 = 10M + 156 dzialari mnozenia lub dzielenia dla kazdej linii, co daje
ztozonoéé obliczeniowa 10M? + 156 M przy kompresji rzedu %1‘24 = %

Na wykresie pokazano zaleznos¢ 10M?2 4+ Mm (m € N, m opisano w twierdzeniu
2.1) pomiedzy wymiarem obrazu M x M a iloscig weztow s dla jednej linii w MHR
przy zastosowaniu operatorow OHR wymiaru 8 x 8 (pokrywajace sie punkty dla
danego M wskazuja na nieznaczne zmiany liczby mnozen i dzielen przy zwiekszaniu

ilodci weztow).
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Rysunek 2.24. Zlozono$¢ obliczeniowa MHR przy zastosowaniu operatorow OHR
wymiaru 8 x 8 jest rzedu O(M?)

Z Rys. 2.24 wynika, iz ztozonos¢ obliczeniowa dekompresji MHR przy zastosowa-
niu operatoréw OHR wymiaru 8 x 8 pozostaje rzedu O(M?) przy zwiekszonej ilogci
weztow.

Uwaga:

Przy wiekszej ilosci weztow w kazdej linii pogarsza sie rzad kompresji, ale zwigksza
sie doktadno$¢ obliczen: na przyktadzie dwoch pierwszych weztow (zo;y0) 1 (z1;91)
wielkosci |z1 — x| oraz |y1 — yo| odgrywaja czolowa role w oszacowaniach doktad-
nosci w rozdziale 2.2.3. Ztozonosé obliczeniowa przy wykorzystaniu operatorow OHR
danego wymiaru pozostaje bez zmian.

Twierdzenie 2.2. (o niezmienniczodci ztozonosci obliczeniowej dekompresji MHR
w przypadku dowolnej ilosci weztow)

Zatozenie: ilo$é réwnoodlegtych weztdw o elementach rzeczywistych w kazdej linii
poziomej wynosi s. Niech N = k — 2 oznacza wymiar wszystkich operatoréw OHR
uzytych w MHR (k = 4,6,10; N = 2,4,8). Dodatkowo niech liczba weztéw s bedzie
dowolna, lecz:

e s> 5 w przypadku wykorzystania operatorew OHR wymiaruy 2 X 2;
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e s> 9 w przypadku wykorzystania operatorew OHR wymiaru 4 X 4;

o s> 17 w przypadku wykorzystania operatoréw OHR wymiaru 8 X 8.

Teza: ztozonosé obliczeniowa rekonstrukcyi obrazu o wymiarach M x M pikseli z
uzyciem MHR za pomocqg operatoréw OHR o niezmienionym wymiarze N = k — 2
wynosi kM? +mM, m € N.

Dowod:

Dla dowolnej ilogci weztéow s > 5 ztozonosé obliczeniowa kM +m = t! -u—{—% p-
q', gdzie poszczegolne symbole okreglone sg w twierdzeniu 2.1, T oznacza zaokraglenie
w gore do najblizszej liczby catkowitej. Kazda dowolna liczba s € N, s > 5 zawarta
jest w przedziale [s(j);s(j + 1)] dla pewnego 7 = 0,1,..., M oraz wartosci s(j)
zdefiniowanej w twierdzeniu 2.1. Oznacza to, iz zlozono$¢ obliczeniowa dla dowolnej
liczby weztéw mozna oszacowaé tak samo, jak w przypadku podwajania ilodci weztow.
Ztozonosé obliczeniowa rekonstrukcji obrazu o wymiarach M x M pikseli w MHR
za pomocy operatorow OHR o niezmienionym wymiarze N = k — 2 = 2,4, 8 wynosi

EM? +mM, m € N.

Whniosek

Rekonstrukcja konturu ztozonego z M pikseli za pomocag MHR obarczona jest
ztozonoscia obliczeniowa O (M) niezaleznie od ilosci weztéw i wymiaru uzytych opera-
torow OHR.Rekonstrukcja obrazu binarnego ztozonego maksymalnie z M konturéw
za pomoca MHR obarczona jest ztozonogcia obliczeniowa O(M?) niezalesnie od ilogci
wezlow 1 wymiaru uzytych operatoréow OHR.

7 twierdzen 2.1 i 2.2 wynika, ze im mniejszy jest wymiar operatoréow OHR uzy-
tych w MHR, tym ilo$¢ wykonanych mnozeni i dzielen w MHR jest mniejsza. Jed-
nak rzad zlozonosci obliczeniowej metody O(M?) pozostaje bez zmian, natomiast
wiekszy wymiar operatora OHR wiaze sie z wieksza wiarygodnoscia odtworzonych
punktow obrazu (wiecej wektorow bazowych ma wptyw na rekonstrukcje wspotrzed-
nych brakujacych pikseli). Na wykresie pokazano zaleznoéé¢ kM? + mM, m € N
pomiedzy wymiarami obrazu M x M a wymiarem N = k — 2 = 2,4, 8 operatoréw
OHR 7zastosowanych w MHR dla siedemnastu weztow:
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Rysunek 2.25. Ztozonosé obliczeniowa rzedu O(M?) w MHR przy zastosowaniu ope-
ratorow OHR wymiaru N = 2,4, 8 dla liczby weztow s = 17



2.2. METODA MHR o7

Z Rys.2.25 wynika, iz zastosowanie operatoréw OHR wiekszego wymiaru przy
tej samej liczbie weztéw wiaze sie ze zwiekszong liczba operacji mnozen i dziele
wykonanych w metodzie MHR. Jednak rzad ztozonosci obliczeniowej metody O(M?)
pozostaje bez zmian.

Dla ustalonej ilosci pikseli M w obrazie o wymiarach M x M por6éwnanie liczby
wykonanych operacji mnozenia i dzielenia kM? + mM, m € N w stosunku do wy-
miaru operatora OHR N =k — 2 = 2,4, 8 przy danej liczbie weztéw s takze wykaze
wzrost ilosci mnozen i dzieleni wraz ze wzrostem wymiaru operatora OHR:

Tablica 2.3. Poréwnanie ilogci mnozen i dzielen w MHR dla M=1024 w przypadku
uzycia operatoréw OHR wymiaréw N—2.4 8 przy liczbie weztow s = 17,33, 65, 129.

M s =17 s =33 s =65 s =129
4235264 4280320 4370432 4550656 | OHR 2 x 2
1024 | 6340608 6395904 6506496 6727680 OHR 4 x 4
10560512 | 10645504 | 10815488 | 11155456 | OHR 8 x 8

Z Tab.2.3 wynika, iz zastosowanie operatoréw OHR wiekszego wymiaru przy
tej samej liczbie weztow wiaze sie ze zwiekszong liczba operacji mnozen i dzielen
wykonanych w MHR. Jednak rzad ztozonogci obliczeniowej dekompresji MHR O(M?)
pozostaje bez zmian, natomiast wiekszy wymiar operatora OHR wigze sie z wieksza
iloscia i wiekszym wymiarem wektoréw bazowych majacych wptyw na doktadnosé
obliczenr wspotrzednych rekonstruowanych punktéw.

2.2.5 Zlozono$¢ obliczeniowa kompresji MHR

Ze schematu blokowego kompresji MHR dla catego konturu K (Rys.2.8) wynika,
iz na poczatku nalezy oszacowaé ztozono$é obliczeniowa podziatu catego konturu na
czedci K, a nastepnie obliczy¢ ztozonosé obliczeniowa wyznaczenia weztéw kompresji
dla kazdej czesci konturu.

Podzial konturu na poszczegolne czesci K; (Rys.2.9) odbywa sie dzieki porowna-
niu réznicy odpowiednich wspoétrzednych trzech sasiednich pikseli. Zatem dla kon-
turu K ztozonego z M pikseli wykonanych jest M — 2 poréwnan, czyli zlozonosé
obliczeniowa tego etapu kompresji MHR jest rzedu O(M).

Kolejnym etapem kompresji MHR jest wyznaczenie weztéw kompresji dla kazdej
czesci konturu (Rys. 2.10). W tym celu nalezy wyznaczy¢ ekstrema lokalne dla czesci
konturu K; (Rys. 2.11). Niech czesé konturu K; sktada sie z M; pikseli, i = 1,2,... L.
Zachodzi réwnosé: Zle M; = M + L — 1. Zeby wyznaczy¢ ekstrema lokalne czesci
konturu K; ztozonej z M; pikseli nalezy wykona¢ 2(M; — 2) poréwnar odpowied-
nich wspétrzednych trzech sasiednich pikseli. Zatem liczba wszystkich poréwnan dla
calego konturu K wynosi: S 2(M; —2) =23 F  M; —4L =2(M +L—1)—4L =
2M — 2L — 2. Czyli ztozonosé obliczeniowa wyznaczenia ekstreméw lokalnych catego
konturu ztozonego z M pikseli metoda MHR jest rzedu O(M).

‘Whiosek:

Kompresja konturu ztozonego z M pikseli za pomoca MHR obarczona jest ztozonos-
cig obliczeniowa O(M). Kompresja obrazu czarno-biatego ztozonego maksymalnie z
M konturéw za pomoca MHR obarczona jest ztozonoscia obliczeniowa O(M?).
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2.3 Przyklady obliczenn z zastosowaniem metody MHR

Wykorzystanie operatora OHR do rekonstrukcji krzywej na podstawie podanych
weztow pokazane jest w przykitadach 2.1-2.8. Zalozenie: danych jest dwadziescia
jeden punktow (z;,y;) € R? ze stalym krokiem pierwszej wspotrzednej h/2 = 0.5,
opisujacych litere “W” (i =0,1,...,20):
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Rysunek 2.26. Zaznaczone wezlty (x;,y;)

W celu obliczenia punktéw lezacych pomiedzy weztami budowane sg na podstawie
co drugiego wezta (dzieki temu zapamietana jest informacja miedzy weztami) dwa
operatory M oraz M; (2.6) i na ich podstawie budowane beda operatory $rednie
(2.7) o odpowiednich wspotczynnikach . Pierwszy operator M dla weztow (zo,yo),

($27y2 3 (a:14,y14):

T
z=[0 123 45 6 7],
T
y=1[4 45 4 2 0 2 0 2],
w=[0.661 0.249 7.782-1073 —0.047 —0.568 0.405 1.019 0.389]
B 0 0.249 7.782 x 1073 —0.047 —0.568 0.405 1.019 0.389
—0.249 0 —0.047 —7.782 x 1073 0.405 0.568 —0.389 1.019
—~7.782 x 1073 0.047 0 0.249 1.019 0.389 0.568 —0.405
W_ 0.047 7.782 x 1073 —0.249 0 0.389 —1.019 0.405 0.568
- 0.568 —0.405 —1.019 —0.389 0 0.249 7.782 x 1073 —0.047 ?
—0.405 —0.568 —0.389 1.019 —0.249 0 0.047 7.782 x 1073
—1.019 0.389 —0.568 —0.405 —7.782 x 1073 —0.047 0 —0.249
L —0.389 —1.019 0.405 —0.568 0.047 —7.782 x 1073 0.249 0
- 0.303 0.114 3.571 x 1073 —0.022 —0.261 0.186 0.468 0.179
—0.114 0.303 —0.022 —3.571 x 1073 0.186 0.261 —0.179 0.468
3.571 x 1073 0.022 0.303 0.114 0.468 0.179 0.261 —0.186
M_ 0.022 3.571 x 1073 —0.114 0.303 0.179 —0.468 0.186 0.261
- 0.261 —0.186 —0.468 —0.179 0.303 0.114 3.571 x 1073 —0.022
—0.186 —0.261 —0.179 0.468 —0.114 0.303 0.022 3.571 x 1073
—0.468 0.179 —0.261 —0.186 —3.571 x 1073 —0.022 0.303 —0.114
L —0.179 —0.468 0.186 —0.261 0.022 —3.571 x 1073 0.114 0.303

Czy wspotrzedne y;, wyliczone za pomoca operatora M, beda réznity sie od
podanych weztéw? Wspolrzedne policzone z uzyciem operatora M wynosza:

3.999
4.499
3.997
2.001
—1.518 x 1073
1.999
—2.353 x 1073
2
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Btad sredniokwadratowy dla obliczonych weztéw wynosi:

\/(M-x—y)Z(M-w—y) EP—

Wielko$é btedu pozwala na stwierdzenie, iz obliczenia z uzyciem operatora OHR
sg stabilne z doktadnoscig rzedu 1072 (nie jest to blad metody, lecz ustalona doktad-
nosé obliczen w pakiecie MathCad).

Zbudowano drugi operator M; dla weztow (z1,v1), (3,93), ..., (T15,Y15):

z=1[05 15 25 35 45 55 65 75|,
y=[435 435 315 1.2 12 12 1.2 3.15]T,

w=[1.012 0395 —0.158 0,227 —0.293 0456 1.014 0.317]

[ 0.378  0.147 —0.059 0.085 —0.109 0.17 0.378  0.118 7
—0.147 0.378  0.085  0.059 0.17 0.109 —0.118 0.378
1059 -0.085 0.378  0.147 0.378  0.118 0.109 —0.17
-0.085 —-0.059 -0.147 0.378 0.118 -—0.378 0.17 0.109
1109  -0.17 -0.378 —0.118 0.378  0.147 —0.059 0.085 |’
-0.17 -0.109 -0.118 0.378 —0.147 0.378 —0.085 —0.059
-0.378 0.118 -0.109 -0.17 0.059  0.085 0378 —0.147
|—0.118 —-0.378 0.17 —-0.109 —-0.085 0.089  0.147  0.378 ]

M, -x=[4351 4348 3.151 12 1202 1.201 1.2 3.15].

Blad éredniokwadratowy dla obliczonych weztéw wynosi |y — M7 - x| = 0.001107.

Wspoétrzedne x; weztéw stuzacych do budowy operatora posiadaja staty krok
h € R (w tym przyktadzie h = 1). Pierwsza wspoitrzedna xy = 0 dla operatora
M wynosi a = 0, natomiast pierwsza wspoétrzedna xr; = 0.5 dla operatora M,
wynosi b = 0.5. Przyktady konstruowania operatoréw srednich (2.8) o odpowied-
nich wspétczynnikach i obliczone drugie wspétrzedne punktéow dla danego wektora
pierwszych wspolrzednych.

Przyklad 2.1. Niech c=0.25. Wiedy k =m=1, My = (M + M1)/2,
x=1[025 125 225 325 425 525 625 7.25],
M, x=[4158 4.422 3.602 1.634 058 1.599 0.548 2.531] .
Przyklad 2.2. Niech c=0.1. Wtedy k=4, m=1, My = (AM + M,)/5,
z=1[01 11 21 31 41 51 61 7.1]",
M, o= [4.058 4.467 3.846 1.862 0.226 1.839 0.206 2.202] .
Przyklad 2.3. Niech ¢—0.4. Wtedy k—1, m—4, My = (M + 4M)/5,
z=1[04 14 24 34 44 54 64 74,
M,z =[4269 4.377 3.338 1.381 0948 1.36 0.927 2.892] .
Przyklad 2.4. Niech ¢—0.125. Wtedy k—3, m—1, My = (3M + M) /4,
x=1[0125 1125 2125 3.125 4.125 5125 6.125 7.125]",
M, -z =[4074 446 3.806 1.826 0284 1.799 0.26 2255 .
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Przyklad 2.5. Niech ¢ =0.2. Wtedy k=3, m=2, My = (3M + 2M,)/5,

z=[02 12 22 32 42 52 62 7.2,
M-z =[4123 4437 3.685 1712 046 1.679 043 2.418]".

Jak obliczy¢ drugie wspohzedne punktow dla ¢ € [0.5;1]7 Operator M po-
zostanie bez zmian, poniewaz pierwsza wspoéirzedna dla jego zbudowania wynosi
x1 = 0.5. Natomiast operator M zostanie zastapiony innym operatorem (mozna
wykorzystac¢ spostrzezenia 2.12), dla ktorego pierwsza wspolrzedna xo = 1:

z=[1 23456 7 8",
y=1[45 4 2 0 2 0 2 4],

[ 0.365 0.181 —0.12 0.167 0.022  0.152  0.282  0.059 T
—-0.181 0.365  0.167 0.12 0.152 —0.022 —0.059 0.282
0.12 -0.167 0.365 0.181 0.282 0.059 —0.022 —0.152
-0.167 —0.12 -0.181 0.365 0.089 —0.282 0.152 —0.022
—0.022 —0.152 —0.282 —-0.059 0.365 0.181 —0.12 0.167 |’
-0.152 0.022 —-0.059 0.282 —-0.181 0.365 —0.167 —0.12
—-0.282 0.059 0.022 —-0.152 0.12 0.167 0365 —0.181
|—0.059 —-0.282 0.152 0.022 —-0.167 0.12 0.181  0.365 |

M.xz=[45 3999 2003 0 2001 1.98-1073 2.001 4.001]" .

Btad éredniokwadratowy wynosi |y — M - 2| = 0.001319 (kontrola obliczonych wspo6t-
rzednych).

W celu obliczenia drugiej wspotrzednej punktow dla ¢ € [0.5;1] i kolejnych sied-
miu 7 krokiem h = 1 obliczenia sa analogiczne (operatorowi M odpowiada teraz
a = 0.5, za§ operatorowi M: b—1): Mo = (mM + kEM;)/(m + k). Przyktady
obliczen dla ¢ €[0.5;1]:

Przyktad 2.6. Niech ¢—0.75. Wtedy k—1, m—1, My = (M + M1)/2,

x=[0.75 175 275 3.75 475 575 6.75 7.75]
M @ = [4426 4185 2.61 0.638 1.591 0.611 1.565 3.542]" .

Przyklad 2.7. Niech ¢=0.6. Wtedy k=4, m=1, My = (M +4M,)/5,

z=1[06 1.6 26 36 46 56 6.6 7.6,
M- @ = [4381 4286 2943 0984 1.355 0.967 1.338 3.209]" .

Dotychczas wykorzystanych zostalo pierwszych siedemnascie weztéw, co poz-
wolito na obliczenie drugiej wspoélrzednej punktéw dla pierwszej wspolrzednej z
przedziatu [zo;x16] = [0;8]. A co z przedziatem [8;10]? Dla kolejnych przedzia-
low nalezy wykorzystaé kolejne wezly (w tym przyktadzie oznacza to siedemnascie
ostatnich weztow) i analogicznie zbudowane zostang trzy operatory wg wzoru (2.7)
lub spostrzezenia 2.12:

x=[3 456789 10,
y=[20 20 2 4 45 4",
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[ 375 —2.705 —3.889 —-10 138 —82 43 26
2.705 375 -10 3.889 —82 —138 —26 43
3.889 10 375 —2.705 43 26 —138 82
_3 10 —3.889  2.705 375 26 —43 —082 —138
M =107" x —138 82 —43 —26 375 —2.705 —3.889 -10 |’
82 138 —26 43 2.705 375 10 —3.889
—43 26 138 82 3.889 —-10 375 2.705
| —26 —43 —82 138 10 3.889  —2.705 375

M-x=[2002 6.764-107* 1.999 1.691-1073 2 4.001 4.501 3.999]" .

Btad $redniokwadratowy dla obliczonych weztow wynosi |y — M - | = 0.001061.
Drugi operator M y:

z=1[25 35 45 55 65 75 85 95|,

y=1[315 12 12 12 12 315 435 435],

" 0.405 —-0.02 —-0.036 0.014 0.125 0.042 0.069 0.061 7

0.02 0.405 0.014 0.036 0.042 —-0.125 —-0.061 0.069
0.036 —0.014  0.405 —0.02  0.069 0.061  —0.125 —0.042
—0.014 —-0.036  0.02 0.405 0.061 —0.069 0.042 —0.125
—0.125 —-0.042 -0.069 —0.061 0.405 —-0.02 —-0.036 0.014
—0.042 0.125 —0.061  0.069 0.02 0.405 —0.014 —0.036
—0.069  0.061 0.125 —0.042 0.036 0.014 0.405 0.02

| —0.061 —0.069  0.042 0.125 —0.014 0.036 —0.02 0.405 |

M-z =[3.149 1.199 1.202 1201 1.201 3.15 4351 4.349] .

Blad sredniokwadratowy dla obliczonych weztéw wynosi |y — M - | = 0.00105.

Przyklad 2.8. W celu obliczenia drugich wspdtrzednych punktéw dla pierwszych
wspdtrzednych 8.75 i 9.75 liczba ¢ = 2.75 € [2.5;3]. Witedy k =1, m = 1, Mo =
(M + M,)/2,

x=[275 375 475 575 6.75 7.75 875 9.75]
M- @ =[2.597 0.629 1597 0.618 1.58 3.556 4.423 4.183].

Aby obliczyé¢ drugie wspoétrzedne punktéw dla pierwszych wspotrzednych z prze-
dziatow [8;8.5] czy |9;9.5] nalezy wykorzystac¢ operatory dla weztow o wspotrzednych

z=[2 345678 9],
x=1[25 35 45 55 65 7.5 85 9.5 .

Przyktady 2.1-2.8 pokazuja, iz punkty leza na krzywej i wezty nie sa laczone
odcinkami, lecz odtworzony jest wtasciwy ksztalt konturu.
Uwaga:

Drugie wspotrzedne dla niektérych pierwszych wspoéhrzednych zostaty wyliczone
dwa razy. Np. w przykladzie 2.6 wartos¢ dla wspolrzednej 2.75 wynosi 2.61, a w
przyktadzie 2.8 wartos¢ dla wspoétrzednej 2.75 wynosi 2.597. Ostateczna druga
wspolrzedna mozna znalezé jako srednig arytmetyczng z dwoch otrzymanych wartosci.

Przyktad obliczen [45] dla nastepujacego konturu (czes¢ 11111 cechuja sie weztami
o stalym kroku wspoélrzednej x;, natomiast czes¢ I posiada wezty o stalym kroku
wspohrzednej y;):
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Rysunek 2.27. Wykres zawierajacy wszystkie punkty obliczone w przyktadach
2.1 2.8

v III czedé kontura

250

200

150
Il czedd kontura
100

50

I czedd kontun

Rysunek 2.28. Kontur podzielony na trzy czedci

x; | 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50 | 55 | 60 | 65 | 70 | 75 | 80
y; | 80|23 |55 |59 |70 | 42|20 (31|40 |21 |10]| 8 0 | 26 | 57

a0
Gl
7
G0
a0
40
30
20
10

-10

Rysunek 2.29. Wezty I czesci konturu
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Czes¢ T konturu (w innej skali niz na Rys.2.28) opisana jest weztami (patrz
Rys. 2.29).

Ilosé weztdéw dla I czesci konturu jest mniejsza niz siedemnagcie, czyli nie mozna
skorzysta¢ z operatoréw OHR wymiaru 8 x 8. Punkty I czesci konturu rekon-
struowane sy za pomocy operatorow OHR wymiaru 4 x 4 w dwdch podzbiorach
weztow (kazdy zawiera dziewie¢ weztow): podzbior By zawiera wezty od (10;80)
do (50;40), podzbior By zawiera wezty od (40;20) do (80;57). Np. dla wezléw o
wspotrzednych:

x=1[10 20 30 40]",
y=1[80 55 70 20]",

wyznaczono operator:

1.589 —0.382 1.167 0.917
0.382  1.598 —0.917 1.167
—1.167 0.917  1.598 0.382
—-0.917 —-1.167 —0.382 1.598

M, =

Dla weztéw o wspo6lrzednych:

x=[15 25 35 45",
y=1[23 59 42 31]",

wyznaczono operator:

1.142  -0.272 0.501 —0.108
0.272 1.142  0.108  0.501
—-0.501 —-0.108 1.142 0.272
0.108 —0.501 —-0.272 1.142

M, =

Przyktad obliczen drugich wspoétrzednych punktéw dla pierwszych wspoétrzednych
zapisanych w wektorze:
T
p=[12 22 32 42
My =06Mgy+0.4Mq,

[ 1.416 —0.338 0.9  0.507
AL, _ | 0338 1416 —0.507 0.9
27 09 0507 1416 0.338]°
|—0.507  —0.9 —0.338 1.416
[59.638
56.806
M2 P = 159 565
22,748
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Przyktad wybranych zrekonstruowanych punktéow I czedci konturu przedstawiono

na Rys. 2.30

90
80
70
60
50
40
30
20
10

VS
°

* *
LR 2 *
* 0’ ¢
| o0 * Q' *
* b/ * °
\o

20 40 60 80 100

o

Rysunek 2.30. Czesé¢ odtworzonych punktow

Dla catego konturu z Rys. 2.28 umieszczono odtworzone przykladowe punkty

(Rys. 2.31).
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Rysunek 2.31. Czesé zrekonstruowanych punktéw dla konturu z Rys. 2.28

MHR jest metoda

o ztozonogci obliczeniowej rzedu O(M?) dla obrazu o wy-

miarach M x M pikseli, pozwalajaca na dokladne odtworzenie konturu obrazu na
podstawie zbioru punktéw charakterystycznych. Punkty te moga by¢ traktowane
jako zbior weztéw kompresji, za pomoca ktérego zostata zapamietana krzywa. MHR
jest metoda bezstratna o wysokim stopniu kompresji. W rozdziale 2 opisano sposob
budowy i wlasnosci operatora OHR, oszacowano btad przyblizenia w klasie cigglych
funkcji schodkowych i wielomianéw stopnia 1,2,3 oraz oszacowano ztozonosé oblicze-
niowa i podano przyktady obliczen 7 zastosowaniem MHR.



Rozdziat 3

Metoda MHR w przestrzeni 3D

W rozdziale tym opisano zastosowanie MHR w odtwarzaniu brakujacych punktow
obrazy tréjwymiarowego. Zagadnienie przedstawienia obiektu w przestrzeni 3D jest
istotne np. w tomografii komputerowej i w projektowaniu implantéw kosci. Wyko-
rzystanie MHR w rekonstrukeji obrazu tomograficznego zaproponowano w rozdziale 5.

3.1 Rekonstrukcja obrazu 3D ztozonego z konturéw plas-
kich

Definicja 3.1. Konturem ptaskim w przestrzeni 3D nazywany jest zbior punktow
(zi,vi, 2) € R? przedstawiajgcych kontur w ptaszczyinie XY i majgceych statq wspét-
rzedng z.

Jezeli w MHR kazdy zbior weztow B,,={(z;,v:):xz; € R, y; € R} dla m =
0,1, ..., M zostanie powigzany z trzecia wspoéirzedna z,, € R, to odtworzenie za
pomoca MHR punktow (z,y) € R? dla zbioru weztow B, w przestrzeni dwuwymia-
rowej jest rownoznaczne z rekonstrukcja punktow (z,y, z,,) W przestrzeni trojwymia-
rowej [43]. Na przyklad odtworzenie trzech ptaskich konturéw dla trzech wartosci
wspotrzednej z,, przedstawia Rys. 3.1.

Zg=0. 2
——————
2120. 3
=LA )
In =0

Rysunek 3.1. Obraz tréjwymiarowy ztozony z trzech konturéw dwuwymiarowych.

3.1.1 Metoda MHR w 3D dla konturéw ptaskich

Zalozenie: dla kazdej wspotrzednej z,, rekonstruowanego obrazu 3D mozliwe jest
ustalenie zbioru weztéw wg zatozen dla MHR w przestrzeni 2D z rozdziatu 2.

Na wejéciu metody dane sg zbiory weztdéw o trzech wspoélrzednych, na wyjéciu
odtworzony jest obraz tréjwymiarowy ztozony z konturéw ptaskich.

Krok 1. Nalezy ustali¢, czy kazdej wspoétrzednej z,, obiektu w 3D mozliwe jest
przyporzadkowanie zbioru weztow B,,={(z;,y;):x; € R, y; € R} wg

65
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zatozern MHR dla obrazu dwuwymiarowego z rozdzialu 2: weztami sa
punkty (z;,y;) € R? o staltym kroku jednej wspotrzednej, ustalone w mini-
mum i maksimum lokalnym innej wspétrzednej oraz w punktach lezacych
miedzy ekstremami lokalnymi (co najmniej jeden punkt).

Krok 2. Jezeli odpowiedZ w kroku 1 jest twierdzaca, wowczas dla kazdego zbioru
weztow B,, nalezy odtworzy¢ brakujace punkty z uzyciem MHR w 2D
z rozdzialu 2.

Krok 3. Punkty zrekonstruowane w kroku 2 utworza kontury ptaskie dla wspotrzed-
nych z,,.

Rysunek 3.2. Przestrzenne obrazy ztozone z kilkunastu lub kilkudziesieciu konturéw
ptaskich.

Uwaga:

Odtworzenie kazdego pojedynczego konturu ptaskiego ztozonego z N pikseli zwia-
zane jest ze ztozonoscia obliczeniowy rzedu O(N). Jezeli ilog¢ konturéw wynosi K,
wowczas MHR w przestrzeni 3D dla konturéw ptaskich posiada ztozono$é obliczeniowa
rzedu O(NK). Stopieri kompresji oraz doktadno$é¢ obliczen pozostaja takie jak
w MHR dla obrazéw ptaskich.

3.2 Rekonstrukcja obrazu 3D za pomoca podwodjnego
operatora Sredniego

W MHR dla obrazu 2D dany jest zbior weztow (z;,v;) € R? o stalym kroku jednej ze
wspotrzednych. Dla obrazu przestrzennego analogicznie zrobiono zatozenie o weztach
(z5,1i,2) € R?, iz jedna ze wspolrzednych z; albo y; jest réwnoodlegta.

Zalozenie: wspohrzedna x; posiada staty krok. Wowczas punkty (z,vy, z) obiektu
przestrzennego zostang zrekonstruowane nastepujaco: dla weztow (x;,y;) € R? zna-
lezione zostang za pomoca MHR brakujace wspolrzedne y, natomiast dla weztow
(25, 2;) € R? znalezione zostang z uzyciem MHR brakujace wspotrzedne z. Oznacza
to, iz dla dowolnej pierwszej wspotrzednej x mozna odtworzy¢ wspotrzedne y oraz z
dla punktu (z,y, z) nalezacego do obrazu w 3D. Jezeli wspolrzedna z = a-zg+ - 21,
a, B €[0;1], a4+ B =1, wtedy liczby « oraz (3 zostana uzyte do zbudowania dwoch
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operatoréw srednich: jeden operator sredni M = aM |+ M postuzy do obliczenia
wspotrzednej y (operatory My, My zbudowane sg dla weztow (x4, ;) € R? wg MHR
7z rozdziatu 2), drugi operator §redni My = aM3 + M4 jest wykorzystany do

wyznaczenia wspoltrzednej z (operatory M3, M4 zbudowane sg dla weztow (z;, z;) €
R? wg MHR 7 rozdziatu 2).

(x1,%1.21)

(2.7.2)

(30,%0,Z0)

Rysunek 3.3. Wspohrzedna x = axg + fz1. Za pomoca dwoch operatoréw srednich
mozliwe jest wyznaczenie wspotrzednych y oraz z.

3.2.1 Metoda MHR rekonstrukcji obrazu 3D za pomoca podwdjnego
operatora $redniego w przypadku stalego kroku pierwszej
wspo6lrzednej weztow

Zalozenie: wezly (w;,1;,2) € R? posiadaja staty krok wspotrzednej x;. Wezly
ustalone sg w ekstremach lokalnych wspoétrzednych y; i z; oraz w punktach lezacych
miedzy ekstremami lokalnymi (przynajmniej jeden punkt). Na wejsciu metody dany
jest zbioér weztdéw o trzech wspotrzednych rzeczywistych, na wyjsciu odtworzone sa
brakujace punkty (z,y, z) obrazu trojwymiarowego.

Krok 1. Dla weztow (z;,v;) € R? odtworzone sg brakujace punkty (z,y) € R? za
pomoca MHR z rozdziatu 2,

Krok 2. Dla weztow (z;,2;) € R? odtworzone sg brakujace punkty (z,z) € R?
za pomoca MHR 7z rozdziatu 2. Wspoétrzedne z; wykorzystane w kroku
2 musza by¢ identyczne jak w kroku 1.

Krok 3. Z odtworzonych punktéw (z,y) € R? oraz (z,z) € R? konstruowane
sa punkty (x,y,z) obrazu trojwymiarowego. Np. jezeli (z,y)=(2.5;1.2),
(z,2)—(2.5;3.6), to do obrazu 3D nalezy punkt (x,y, z)—(2.5;1.2;3.6).

Przyktad 3.1. Dane jest pie¢ weztow (xi,yi,2;) € R, i = 0,1, ..., 4: (1;2;4),
(8:4;6), (5;6;8), (7;8;10), (9;10;12). W kroku 1 dla weztow (z;,y;) € R?, i =
0,1, ...,4: (1;2), (3;4), (5;6), (7;8), (9;10) odtworzone sq punkty (x;y): (2;3),
(4;5), (6:7), (8;9). W kroku 2 dla wezddw (z;,2) € R?,i=0,1,...,4: (1;4), (3;6),
(5;8), (7:10), (9;12) odtworzone sq punkty (z;2): (2;5), (4;7), (6;9), (8;11). W kroku
3 konstruowane sq punkty punkty (x;y;2): (2;3;5), (4;5;7), (6;7;9), (8;9;11).

Uwaga:
Dwukrotne wykorzystanie MHR dla weztow (z;,9;) € R? oraz (z;,2) € R?
nie zwigksza ztozonosci obliczeniowej MHR rzedu O(N?) ani stopnia kompresji przy
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(2:11) b
/ 8:9:11)
(&9

(6:.7:.9)

4 e

‘ .57
(2,5 <_I’(2;3;5)

@3 @ &N (8:9

i

Rysunek 3.4. Rozklad odtworzonych punktow (z;y;z) z przyktadu 3.1 na punkty
(z;9) 1 (52),

rekonstrukeji obrazow trojwymiarowych. Doktadno$é odtwarzania punktow (z,y)
i (z,z) pozostaje bez zmian.

W przypadku statego kroku wspotrzednej y; w weztach (x4, y;, 2;) nalezy stosowac
operator odwrotny zgodnie z MHR z rozdziatu 2. Zatozenie: wspoétrzedna y; posia-
da staty krok. Wowczas punkty (x,y, z) obiektu przestrzennego rekonstruowane sa
nastepujaco: dla weztéw (z;,y;) € R? znalezione zostang za pomocg MHR braku-
jace wspolrzedne z, natomiast dla wezlow (y;, z;) € R? znalezione zostang z uzyciem
MHR (oraz operatora odwrotnego) brakujace wspohzedne z. Oznacza to, iz dla
dowolnej wspotrzednej y mozna odtworzy¢ wspotrzedne x oraz z dla punktu (z, vy, 2)
nalezacego do obrazu w 3D. Jezeli wspolrzedna y = a - yo + 5 - y1, «, B €|0;1],
a+ B =1, wtedy liczby « oraz § zostang uzyte do zbudowania dwoch odwrot-
nych operatoréw srednich: jeden odwrotny operator sredni M ! = aMl_l + ﬂM;l
poshuzy do obliczenia wspotrzednej x (operatory odwrotne Ml_l7 M2_1 zbudowane
sg dla weztow (z;,9;) € R? wg MHR z rozdziatu 2), drugi odwrotny operator gredni
Mal = ongl + ﬁMZl jest wykorzystany do wyznaczenia wspotrzednej z (opera-
tory odwrotne Mgl, Mgl zbudowane sa dla weztow (y;,2;) € R? wg MHR 7 roz-
dziatu 2).

(31,5121

(2.7.2)

(%0,%0,%0)

Rysunek 3.5. Wspétrzedna y = ayg+y1. Za pomoca dwdch odwrotnych operatordow
srednich mozliwe jest wyznaczenie wspolrzednych x oraz z.

3.2.2 Metoda MHR rekonstrukcji obrazu 3D za pomoca podwdjnego
operatora §redniego w przypadku stalego kroku drugiej wspo6l-
rzednej wezlow

Zatozenie: wezly (x;,1;,2) € R3 posiadaja staly krok wspohzednej y;. Wezly
ustalone sa w ekstremach lokalnych wspétrzednych z; i z; oraz w punktach lezacych
miedzy ekstremami lokalnymi (co najmniej jeden punkt). Na wej$ciu metody dany
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jest zbior weztéw o trzech wspotrzednych rzeczywistych, na wyjsciu odtworzone sa
brakujace punkty (z,y, z) obrazu trojwymiarowego.

Krok 1. Dla weztow (x4, ;) € R? odtworzone sg brakujace punkty (z,y) € R? za
pomoca MHR z rozdziatu 2.

Krok 2. Dla weztow (y;,2;) € R? odtworzone sa brakujace punkty (y,z) € R?
za pomocag MHR z rozdzialu 2. Wspoétrzedne y; wykorzystane w kroku 2
muszg by¢ identyczne jak w kroku 1.

Krok 3. Z odtworzonych punktow (x,y) € R? oraz (y,2) € R? konstruowane
sa punkty (x,y,z) obrazu trojwymiarowego. Np. jezeli (z,y)—(2.5;1.2),
(y,2)=(1.2;3.6), to do obrazu 3D nalezy punkt (z,y, z)=(2.5;1.2;3.6).

Przyktad 3.2. Dane jest pie¢ weztow (x;,y:,2) € R3, i = 0,1, ..., 4: (1;2;4),
(3:4;6), (5:6;8), (7;8;10), (9;10;12). W kroku 1 dla wezdéw (z;,y;) € R?, i =
0,1, ...,4: (1;2), (3;4), (5;6), (7;8), (9;10) odtworzone sq punkty (x;y): (2;3),
(4:5), (6:7), (8:9). W kroku 2 dla wezdéw (yi,2) € R2, i = 0,1,...,4: (24),
(4:6), (6;8), (8;10), (10;12) odtworzone sq¢ punkty (y;z): (3;5), (5;7), (7;9), (9;11).
W kroku 3 konstruowane sq punkty (x;y;2): (2;3;5), (4;5;7), (6;7;9), (8;9;11).

(@:11)

3,%,11)
)

6,75

&N e

3.5 <—I'(2-,3-,5)

@3 @) &N (8:2)

57

!

Rysunek 3.6. Rozklad odtworzonych punktow (z;y;z) z przyktadu 3.2 na punkty
(z;9) 1 (y; 2).

Uwaga:

Dwukrotne wykorzystanie MHR dla weztow (x;,7;) € R? oraz (y;, 2;) € R? nie
zwieksza zlozonosci obliczeniowej MHR rzedu O(N?) ani stopnia kompresji przy
rekonstrukcji obrazow trojwymiarowych. Doktadnosé odtwarzania punktow (z,y)
i (z,z) pozostaje bez zmian.

3.3 Zastosowanie metody MHR w projektowaniu implan-
tow kosci

Sposrod dwustu szesciu kosci ludzkiego ciata wszystkie roznig sie ksztattem i rozmia-
rem. Tomografia komputerowa zapewnia najwierniejszy obraz koéci przed znieksztat-
ceniem, jednak jest to bardzo rzadki zbieg okolicznodci, iz badanie TK zostalo zro-
bione przed wypadkiem. Najczesciej zachodzi potrzeba rekonstrukcji ksztattu kosci
na podstawie zachowanych fragmentow. Woéwczas nalezy zaznaczy¢ punkty kontrolne
(wezty) i na ich podstawie mozliwe jest odtworzenie konturu kosci (Rys. 3.7).
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Rysunek 3.7. Punkty kontrolne umieszczone na kosci (zdjecie pochodzi ze strony
internetowej http://graphics.gmu.edu/knee/MRI.ppt).

Dotychczasowe metody rekonstrukcji kosci wykorzystuja interpolacje liniowa
(wowczas krzywa nie jest gltadka) lub interpolacje splinami [12]. MHR zapewnia
doktadne odtworzenie ksztaltu kosci i jest efektywna obliczeniowo. Istotng role
doktadnego zrekonstruowania konturéw oraz wykorzystanie konturéw w budowie
przestrzennego obrazu fragmentu ludzkiego ciata obrazuja Rys. 3.8-3.11, [66].

Rysunek 3.8. Poszczegblne etapy odtwarzania kosci na podstawie konturdw.

3.3.1 Poszczegobdlne etapy odtwarzania kosci z Rys. 3.8

Na wejéciu dany jest zbior konturéw reprezentowanych jako obrazy binarne. Dla
kazdego konturu generowana jest krzywa w przestrzeni z norma euklidesowa (wygta-
dzanie krzywej) i usuwane sa wszelkie nieciagtosci krzywej (interpolacja). W tym mo-
mencie mozliwe jest zastosowanie MHR przy odtwarzaniu ciagtego i gtadkiego kon-
turu. Nastepnie wykorzystuje sie krzywa do konstruowania przestrzennego obrazu.
W badaniu TK otrzymuje si¢ przekroje ludzkiego organu skanowane w réwnych
odstepach. Kluczowym zagadnieniem w rekonstrukcji catego organu jest okreslenie
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Rysunek 3.9. Koé¢ szczekowa
konturow.

Rysunek 3.10. Wykorzystanie trzydziestu czterech konturéw do odtworzenia frag-
mentu ludzkiego ciata.

ksztaltu obiektu pomiedzy skanowanymi przekrojami. Zaktadajac, iz przekroj trak-
towany jest jako kontur ptaski w przestrzeni 2D, a dokltadniej na ptaszczyznie XY, to
na podstawie punktéw nalezacych do poszczegdlnych przekrojéw mozliwe jest za po-
moca MHR odtworzenie ksztattu obiektu w ptaszczyznach X7 oraz YZ. Wspoétrzedna
z; ma staty krok w weztach (x;,2;) 1 (y4, 2;)-

Rysunek 3.11. Interpolowany fragment konturu w ptaszczyznie XZ.

Jezeli dane sg wezly (z;,2;) € R? i wspohzedna z; posiada staty krok, wow-
czas pierwsze wspolrzedne x dla odpowiednich wspotrzednych z obliczone zostang
dzieki MHR za pomoca operatora odwrotnego. Jezeli dane sa wezlty (v;,2;) € R?
i wspotrzedna z; posiada staly krok, wowczas wspotrzedne y dla odpowiednich wsp6t-
rzednych z obliczone zostang z wykorzystaniem MHR za pomoca operatora OHR.
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Rysunek 3.12. Obraz 3D zrekonstruowany za pomoca konturéw naniesionych w
plaszczyznach XY, XZ, YZ (zdjecie pochodzi z Internetu).

Odtwarzanie trojwymiarowego ksztattu obiektu jest przedmiotem technik szyb-
kiego konstruowania prototypow (RP — Rapid Prototyping) [17,68,108] i konstruowa-
nia narzedzi (RT  Rapid Tooling) [21]. Metody RP znajdujg coraz szersze zas-
tosowanie w medycynie, np. w zagadnieniu budowy implantow kosci [14]. Szczegol-
nie technologia LOM (Laminated Object Manufacturing) wydaje sie najwlasciwsza
do wykorzystania w medycynie. Tradycyjne metody LOM korzystaja z wirtualnego
modelu zbudowanego w programach typu CAD (Computer Aided Design) [47,100].
Jednak techniki CAD nie pozwalaja na wykorzystanie danych medycznych do zrekon-
struowania obrazu przestrzennego na ekranie komputera z powodu niewystarczajacej
doktadnogéci przedstawionego fragmentu ludzkiego ciata. MHR oparta na odtwarza-
niu konturu dwuwymiarowego obrazu moze znalezé zastosowanie w LOM [44].

Rysunek 3.13. Obiekt wytworzony w procesie LOM (zdjecie pochodzi z Internetu).

Obiekt z Rys. 3.13 (niewiele zmieniony) mogtby by¢ implantem rekonstruowanej
kosci ludzkiej. Medycyna potrzebuje doktadnych i efektywnych metod w wielu za-
gadnieniach, np. w projektowaniu implantéw kosci. Technologia LOM, wykorzystu-
jaca geometrie konturu i MHR, wydaje si¢ by¢ bardzo obiecujaca w zastosowaniach
medycznych.
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3.4 Analiza mozliwosci technicznych zastosowan MHR

Przedstawione w rozdziale 2 rozwazania i przyktady wskazujg na duza efektywnosé
obliczeniowa przy zastosowaniu metody MHR, [45]. Wydaje sie celowym wskazanie
pewnych obszaréw w technice, gdzie metoda ta mogltaby z powodzeniem znalezé
zastosowanie. Nalezy do nich z pewnoscia wiekszos¢ technologii, ktore wykorzystuja
kontur geometrii jako trajektorie ruchu narzedzia, m.in. wykrawanie, wycinanie,
wypalanie itp. Do nowoczesnych technologii, wykorzystujacych kontur obrazu, zali-
czy¢ mozna techniki Rapid Prototyping, szczegolnie metode LOM (Laminated Object
Manufacturing). Bardzo czesto zachodzi wowczas potrzeba odtworzenia geometrii
konturu na podstawie istniejacego modelu. Ogo6lny schemat przetwarzania obrazu
do tych celow przedstawia Rys. 3.14.
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Rysunek 3.14. Schemat przetwarzania obrazu w zastosowaniach technicznych.

W procesie probkowania i digitalizacji obraz zostaje podzielony na jednakowe
kwadraty, a kazdy z koloréw wypelniony kolorem wypadkowym. Najczesciej wykony-
wana jest takze zamiana modelu RGB na model percepcyjny HSL (Hue-Saturation-
Lightness) wg nastepujacych zaleznosci:

f(z,y) = R(z,y)G(z,y)B(z,y) < f'(z,y) = H(z,y)S(z,y)L(x,y)
zxe(0,M—-1), ye(0,N—-1)
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f/(ov 0) f/(07 1) f/(07 N — 1)
, f/(l,O) f/(171) f/(17N_ 1)
f (‘T7y) = : : : :
f/(M—l,O) f/(M_lvl) f/(M_lvN_l)

gdzie: M wysoko$¢ obrazu w pikselach, N  szeroko§¢ obrazu w pikselach.
W wiekszodci systeméw graficznych przetwarzajacych obrazy rastrowe mozliwe
jest wowczas wydzielenie odpowiednich kanatéow HSL, Rys. 3.15.

aryginad fanad H . feanal 5 kanal L

Rysunek 3.15. Wydzielanie kanatéw wg metody HSL.

Dla potrzeb technicznych wystarcza najcze$ciej pozostawienie kanatlu L. Po
okresleniu dolnego i gornego progu jasnos$ci (Lpin oraz Ly, ) oraz wykorzystujac
zaleznosc¢:

if Liin < L(x,y) < Lpax then L(z,y) =1 else L(x,y) =0

otrzymujemy jednolity obraz obiektu, z ktérego wydzielony zostaje kontur, Rys. 3.16.

Konicowy etap to zamiana postaci obrazu na postaé¢ wektorows akceptowang
przez systemy CAD/CAM. Na tym etapie mozliwe jest zastosowanie oméwionego
algorytmu MHR. Zgodnie ze schematem przedstawionym na Rys. 3.14 ostatnia czyn-
noscig jest generowanie kodu NC w systemie CAM. Na Rys. 3.17 przedstawiono tra-
jektorie ruchu narzedzia opracowang dla powyzszego detalu w systemie Alpha-CAM
oraz wirtualny model detalu po obrébce.

Omowiony algorytm postepowania pozwala na znaczne skrécenie czasu opraco-
wania technologii oraz na wykorzystanie konturéw do dalszego przetwarzania i gene-
rowania dokumentacji technicznej.

Rysunek 3.16. Obraz obiektu oraz wydzielony kontur.
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Innym obszarem techniki, gdzie algorytm MHR moze zostaé zastosowany, to
projektowanie odwrotne (Reverse Engineering) w polaczeniu z technikami Rapid
Prototyping.

Projektowanie odwrotne jest definiowane jako proces tworzenia kopii poprzez
odwzorowanie funkcjonalne i wymiarowe istniejacego fizycznego obiektu w celu uzys-
kania danych technicznych (fizycznych i materialowych) wymaganych przez pro-
ducenta. W uproszczeniu mozna powiedzieé¢, ze jest to proces tworzenia rysunku
wyrobu poprzez pomiar czeSci w celu okreslenia wymiaréw oraz tolerancji w sytu-
acjach, gdy nie istnieje formalna specyfikacja. Drziatania te sa wspomagane za-
awansowanymi systemami klasy CAx, stad sama technika projektowania odwrotnego
nazywana jest coraz czedciej jako komputerowo wspomagane projektowanie odwrotne
(CARE — Computer Aided Reverse Engineering).

Projektowanie odwrotne stanowi dzi§ jeden z integralnych proceséw wykorzysty-
wanych w inzynierii produkcji. W potaczeniu z technikami Rapid Tooling oraz
Rapid Prototyping |47] stanowi zaawansowane narzedzie w zakresie poprawy jakosci
i skrdécenia czasu przygotowania dokumentacji do produkcji nowego wyrobu.

Przetwarzanie polega na jak najlepszym cyfrowym odwzorowaniu i zapisie w for-
macie akceptowanym przez systemy CAx. Oznacza to, ze zadaniem techniki RE jest
identyfikacja dowolnej, nieznanej krawedzi lub powierzchni modelu. We wstepnej
fazie dziatan inzynierskich nalezy doprowadzi¢ opracowany model do postaci umozli-
wiajacej dalsze przetwarzanie w systemach stuzacych do opracowania proceséw tech-
nologicznych i wytworczych.

Z punktu widzenia zastosowania MHR sposrod wszystkich metod RP najbardzie]
adekwatna jest technika LOM, gdyz w swoim zalozeniu operuje ona na konturach
obiektu.

Polega na klejeniu i wycinaniu poszczegblnych warstw budowanego modelu. Do
ciecia wykorzystuje sie promieri lasera. Materiatem jest w tym przypadku jednostron-
nie pokryta klejem folia papierowa, nylonowa lub poliestrowa [17]. Schemat techniki
LOM przedstawia Rys. 3.18. W sktad urzadzenia wchodzi stét, na ktérym budowany
jest model. Stot obniza sie o grubogé folii po wykonaniu naciecia na kazdej warstwie.
Papier podawany jest z rolki zwanej podajnikiem, a jego zuzyte (powycinane) resztki
nawijaja sie na druga rolke zwang odbiornikiem. Swiezo naklejong warstwe papieru
dociska i wyréwnuje stalowy walec. Nastepnie promieni lasera wycina kontury detalu
wedtug zewnetrznego zarysu. Tym promieniem steruje komputer, ktéry przetwarza
dane modelu opracowane w programie CAD, na poszczegolne warstwy budowanej
czescl.

Grubo$é jednej warstwy zawiera sie zwykle miedzy 0,005 a 0,05mm. Kom-
puter dzieki stalemu odczytowi wzajemnego potozenia walca dociskowego oraz stotu

Rysunek 3.17. Wizualizacja obrobki w systemie AlphaCAM.
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Rysunek 3.18. Schemat przebiegu procesu tworzenia prototypu metoda LOM, [17].

roboczego, moze korygowaé liczbe i ksztalt naktadanych aktualnie warstw. Dzieki
monitorowi dotgczonemu do urzadzenia, operator ma staty kontrole nad parame-
trami procesu oraz informacje graficzng o ksztalcie aktualnie wykonywanej warstwy.
Naklejony papier, w miejscach gdzie przewidziana jest wolna przestrzen, pociety
jest w krate, co ulatwia jego poOzniejsze usuwanie. W efekcie pracy urzadzenia
otrzymujemy prostopadlo$cienny blok sklejonego warstwami papieru lub innego ma-
terialu. Po jego odcieciu od stolu, np. =za pomocg struny, przystepuje sie do
oczyszczenia, a wiec oddzielenia pocietych w kratke zbednych ,kostek”. Powierzch-
nia tak wykonanego modelu moze by¢ piaskowana, szlifowana, polerowana oraz po-
malowana w celu wydobycia jego waloréw estetycznych. Czedci wykonane ta tech-
nologig idealnie nadajg sie do wykanczajacej obrobki, co utatwia projektantom i pra-
cownikom marketingu oceng waloréw estetycznych. Modele wykonane metoda LOM
czesto wykorzystywane sg w innych metodach wykonywania czeéci, np. w metodzie
traconego modelu, [44].

Przedstawienie na ekranie komputera przestrzennego obrazu jest waznym za-
gadnieniem w kazdej dziedzinie techniki, a w szczegdlnosci w grafice komputerowe;j
i przetwarzaniu obrazu, [16,50,58,71]. MHR w 3D moze by¢ stosowana w tych dziedz-
inach, w ktoérych obiekt tréjwymiarowy opisany jest zbiorem weztow (2,75, 2;) € R3
o stalym kroku wspoétrzednej x; lub y;,. Metody zaproponowane w tym rozdziale
pokazuja mozliwos¢ wykorzystania dwuwymiarowej MHR z rozdziatu 2 w rekonstru-
kcji obrazu tréojwymiarowego. Zlozonosé obliczeniowa, rzad kompresji oraz dokta-
dnosé¢ w przypadku 2D i 3D sa takie same.



Rozdzial 4

Metodyka konstruowania metod
MHR

4.1 Budowa operatora usrednionego na podstawie trzech
operatorow OHR

W rozdziatach 2 3 operator éredni (2.8) budowany jest na podstawie dwoch opera-
torow OHR. MHR moze takze opiera¢ sie¢ na operatorze uérednionym zbudowanym
7z wiekszej ilosci operatorow OHR (np. trzech). Dzieki temu wykorzystana jest wiek-
sza ilosci informacji przy odtwarzaniu poszczegblnych punktéw obrazu: na doktad-
niejsza rekonstrukcje pojedynczego punktu za pomoca kilku operatoréw OHR ma
wplyw wiecej informacji z wiekszej liczby weztéw niz w przypadku dwéch opera-
torow OHR danego wymiaru.

Kilka operatorow OHR mozna wykorzysta¢ do budowy operatora usrednionego
w sytuacji, gdy wystepuje zbyt mato weztéw do budowy operatoréow wiekszego wy-
miaru. Na przyktad jezeli dane jest szes$¢, siedem lub osiem weztéw, to jest to ilosé
niewystarczajaca na rekonstrukcje wszystkich punktéw obrazu za pomoca operato-
row OHR wymiaru 4 x 4. Nalezy woéwczas wykorzystaé operator §redni zbudowany na
dwoch operatorach OHR wymiaru 2 x 2 (wtedy operator $redni korzysta z czterech
kolejnych wezlow) lub operator u$redniony zbudowany np. na trzech operatorach
OHR wymiaru 2 x 2 (wtedy operator usredniony korzysta z szesciu weztow). Jezeli
liczba weztéw jest mniejsza od siedemnastu, to jest to ilo§¢ niewystarczajaca na
rekonstrukcje wszystkich punktéw obrazu za pomoca operatorow OHR wymiaru 8 x 8.
Nalezy wowczas wykorzystaé¢ operator §redni zbudowany na dwoch operatorach OHR
wymiaru 4 x 4 (wtedy operator §redni korzysta z o§miu kolejnych weztow) lub ope-
rator usredniony zbudowany np. na trzech operatorach OHR wymiaru 4 x 4 (wtedy
operator usredniony korzysta z dwunastu weztow).

Przyktad budowania operatora usrednionego na podstawie trzech opera-
torow OHR wymiaru 4 x 4

Dana jest pewna ilo$¢ (co najmniej dwanascie) weztow (z;,v;), ¢ = 0,1...n oraz
staty krok wspoétrzednej x; wynosi 1 — xg = 22 — 1 = ... = x;41 — x; = h. Niech
operator Hy jest zbudowany dla weztéw o rownoodlegtych (z krokiem 4h) pierwszych
wspoétrzednych xg = a, x3 = a + 4h, x¢ = a + 8h, x9 = a + 12h; operator H; dla
weztow o pierwszych wspoétrzednych x1 = b, x4 = b+4h, x7 = b+8h, r19 = b+ 12h;

7



78 ROZDZIAL 4. METODYKA KONSTRUOWANIA METOD MHR

operator Hy dla wezléw o pierwszych wspoétrzednych xzo = ¢, z5 = ¢ + 4h, xg =
¢+ 8h, x11 = ¢+ 12h (dla weztow o rownoodleglych wspotrzednych y; obliczenia sg
analogiczne). Szukane sa drugie wspotrzedne punktow o pierwszych wspotrzednych
s, s+ 4h, s+ 8h, s+ 12h. Zalozenie: s € [a;b).

s-a=m  b-s=k c-b=h

a S b c

Rysunek 4.1. Polozenie weztow poczatkowych i pierwszej wspotrzednej s € [a; b

Operator usredniony H jest postaci:

H=oa -Hy+p-Hy+7v-Hs, (4.1)
gdzie:
_(k+h\? ~ m(k+h) _ym2
O‘_< 2h> B TOR 7_(%) ’ )
atfty=1, '
o ile:
m+k=nh, b—a=c—b=h. (4.2a)

Uzasadnienie wzoru (4.1) przy zalozeniach (4.2) i (4.2a) jest oczywiste. Inne
znajduje sie przy wzorze (4.5), ktory jest przypadkiem ogolniejszym.
Uwaga:
Przypadki szczegoblne. Liczby a, 3, odpowiadajg potozeniu liczby s w przedziale
[a; c]. Jezeli ponadto: m =0, to s = a (punkt skrajny), k = h i operator usredniony
H = Hjp; natomiast jezeli k = 0, to s = b (punkt §rodkowy), m = h i H =
T Hy+ 3 Hi + % Hy = i(H + 2ot 7 drugiej strony punkt b = (a + ¢)/2,
czyli punktowi s = b odpowiada operator % oraz punktowi s = b odpowiada
operator Hi. Oznacza to, iz operator M mozna utozsamiaé z operatorem Hj.
Czyli operator usredniony H dla punktu s = b wedtug wzoru (4.1) wynosi Hj.
Jezeli s € [b; c], to sytuacja jest nastepujaca:

Y

b-a=h s-b=m c-s=k

a b S c

Rysunek 4.2. Polozenie weztow poczatkowych i pierwszej wspolrzednej s € [b; c]
Operator usredniony H jest tez postaci (4.1) z warunkami:
k2 8 k(m + h) m+h\>
o = — = - = -
on ) onz oh ) (4.2b)

atf+y=1,

o ile ma miejsce (4.2a).
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Uzasadnienie i dla tego przypadku wynika z wzoru (4.5), ktory jest przypadkiem
ogoblniejszym.
Uwaga:
Przypadki szczegoblne. Liczby a, 3, odpowiadajg potozeniu liczby s w przedziale
[a; ¢]. Ponadto: jezeli k =0, to s = ¢ (punkt skrajny), m = h i operator usredniony
H = H; natomiast jezeli m = 0, to s = b (punkt srodkowy), k = h i H =
%'Ho—l-%-Hl—i-%'Hg:%(Hl—i-M).

Szukane drugie wspotrzedne punktéw o pierwszych wspotrzednych s, s + 4h, s +
8h, s + 12h obliczane sa nastepujaco:

[ys Ys+4h  Ys+8h ys+12h]T =H- [s s+4h s+8h s+ 12h]T.

Przyklad budowania operatora usrednionego na podstawie trzech opera-
torow OHR wymiaru 2 x 2

Dana jest pewna ilo$¢ (co najmniej szes¢) weztow (x;,y;), @ = 0,1,...,n oraz staly
krok wspétrzednej x; wynosi 1 —xg = 22 —x1 = ... = x;41 — &; = h. Niech ope-
rator Hy jest zbudowany dla wezlow o rownoodleglych (z krokiem 4h) pierwszych
wspoétrzednych zg = a, x3 = a+4h; operator Hy dla weztéw o pierwszych wspotrzed-
nych 1 = b, x4 = b+ 4h; operator Hy dla weztéw o pierwszych wspotrzednych
x9 = ¢, x5 = ¢+ 4h (dla weztow o rownoodlegtych wspotrzednych y; obliczenia sg
analogiczne). Szukane sa drugie wspotrzedne punktow o pierwszych wspotrzednych
s, s+ 4h.

Zalozenie: s €|a;b| (Rys.4.1). Wowcezas operator usredniony H jest postaci (4.1)
7z warunkami (4.2). Jezeli s € [b;c] (Rys.4.2), wtedy operator usredniony H jest tez
postaci (4.1) z warunkami (4.2b).

Szukane drugie wspotrzedne punktéw dla pierwszych wspoétrzednych s,s + 4h

obliczane sa nastepujaco: [ys ysian]? = H - [ s s+4h ]T.

Przyktad budowania operatora usrednionego na podstawie trzech opera-
torow OHR wymiaru 8 x 8

Dana jest pewna ilo$¢ (co najmniej dwadziescia cztery) weztow (x4, v;),71 =10,1,...,n
oraz stalty krok wspoétrzednej x; wynosi 21 —xg =220 —21 = ... = xj41—x; = h.
Niech operator Hy jest zbudowany dla wezlow o rownoodlegtych (z krokiem 4h) pier-
wszych wspotrzednych xy = a,x3, xg, 9, T12, T15, T18, T21; operator Hy dla wezlow
o pierwszych wspoétrzednych x1 = b, x4, x7, 210, %13, T16, T19, T22; operator Ho dla
weztow o pierwszych wspotrzednych xo = ¢, x5, s, 11, T14, 17, T20, T2z (dla weztow
o rownoodlegtych wspoétrzednych y; obliczenia sa analogiczne). Szukane sg drugie
wspotrzedne punktéw dla pierwszych wspoétrzednych s, s + 4h,s + 8h,s + 12h, s +
16h, s + 20h, s + 24h, s + 28h.

Zalozenie: s € [a;b] (Rys.4.1). Wtedy operator usredniony H jest postaci (4.1)
z warunkami (4.2).

Jezeli s € [b;c] (Rys.4.2), wowczas operator usredniony H jest tez postaci (4.1)
z warunkami (4.2b).

Szukane drugie wspélrzedne punktow o pierwszych wspoétrzednych s, s + 4h,
s+ 8h,s + 12h, s 4+ 16h, s + 20h, s + 24h, s 4+ 28h obliczane sg nastepujaco:

T
[ys Ys+4h Ys+8h Ys+12h  Ys+16h Ys+20h Ys+24h ys+28h]
=H-[s s+4h s+8h s+12h s+16h s+20h s+ 24h s+28h]T
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Przyktad obliczen 7 wykorzystaniem operatora usrednionego zbudowanego na
podstawie trzech operatorow OHR wymiaru 2 x 2. Dane sg nastepujace wezty kom-
presji (z,9:), 1 = 0,1,...,15 oraz staly krok wspotrzednej z; wynosi h: 1 — xg =
To — I1 =h =0.5.

i | 1] 152 25 (335|445 |5 |55 |6 |65 |7|75]8
yi | 816 55 (59| 7|142|2|31|4|21|1|08]|0]|26]5,7

y

P
>

N o N
- 4
’\\
x

Rysunek 4.3. Wezly kompresji (z;,y;) oraz wykres funkcji interpolowane;

Dla weztow o wspotrzednych (1;8) i (3;7) wyznaczono operator Hy:

2.900006  1.699999

Ho = —1.699999 2.900006 | -

Dla weztow o wspotrzednych (1.5;6) i (3.5;4.2) wyznaczono operator Hy:

[ 1.634484 1.013794]

r= 1013794 1.634484]°

Dla weztow o wspotrzednych (2;5.5) i (4;2) wyznaczono operator Hy:

[ 0.950001  0.899999

H2= 1 5.809999 0.950001 -

Obliczenia dla réznych wielkosci s € [1;2] przebiegaja nastepujaco:

s =1.3,
- 2.192986  1.339793 H. 1.3 |7.272199|
© | —1.339793  2.192986 | ’ 3.3  |5.495124 |’
s =1.75,
7— 1.328557  0.992672 7. 175  16.047496 |
©[—0.992672  1.328557 |’ 3.75|  3.244913 |’
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s =1.9,
5 _ | 1:092708  0.928482 o [19] _ [5-697226]
~[—0.928482 1.092708 |’ 3.9 2497444
s = 1.15,
I’ [ 2.533423  1.507017] I's [1.15]  [7.660539]
~ | -1.507017 2.533423]° 3.15] — |6.247212]°
s =1.35,
"o [ 2.085318  1.289776] 0. [1.35]  [7.135928]
~ | —1.289776 2.085318]° 13.35] — |5.244617]

Dziesie¢ odtworzonych punktow o pierwszych wspoétrzednych z przedziatow [1;2]
i [3;4] naniesiono na wykres:

¢@ R

-

L R o O ' TR S o & [N e p B R B |
<«i
*1-\_;
l<®
L 2

1] 2 4 G i 10

Rysunek 4.4. Zrekonstruowane punkty (zakreslone) umieszczono na wykresie obok
weztow

Whniosek

Zalozenie: dla poczatkowych wezléw o pierwszych wspoétrzednych xg, 21, ..., 201
i stalym kroku A zbudowanych jest L operatoréw OHR odpowiednio Hy, Hy,...,H_1.
Woéwcezas w celu obliczenia drugiej wspotrzednej punktow dla pierwszej wspotrzednej
s € [xg; x1—1] oraz kolejnych z krokiem 2(L — 1) - h nalezy wyznaczy¢ wspoltczynniki
s; takie, iz ZZL:_OI s; = 1. Wspo6lczynniki s; sg uzaleznione od potozenia punktu s w
przedziale [zo; 1] 1 operator usredniony H = EZL:_OI
o stalym kroku drugiej wspotrzednej odwrotny operator u$redniony réwna sie:

L-1
H'= § si- H L.
=0

s; - H;. W przypadku weztow

4.2 Budowa operatora usrednionego na podstawie dowol-
nej ilosci operatoré6w OHR

W rozdziale 4.1 odcinek [a;c] podzielono na trzy czesci (Rys.4.1, 4.2) i operator
usredniony zbudowano jako kombinacje liniowa (wypukta) trzech operatorow OHR
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o wspotczynnikach a, 3,~: wzory (4.1), (4.2). Natomiast o budowie operatora usred-
nionego na podstawie dowolnej liczby operatorow OHR mowi wniosek koriczgcy
rozdzial 4.1. Przyjeto zalozenia takie jak we wniosku, szukane sa wspolczynniki
s;. Dowolny punkt s lezy w przedziale [zg; z1—1]:

[ 4 @ L 4 @
Xo X4 X2 . . . X1

Rysunek 4.5. Polozenie dowolnego punktu s w przedziale [zg; 21 _1]

Punkt s dzieli przedzial [xo;zr—1] na dwie czesci w nastepujacych proporcjach
(nowe znaczenie wspotczynnikow «, 3):

Tr—1— S ﬁ S — X
o= —- s = s
(L—=1h (L—=1h (4.3)
a+p=1.
Wspoétczynniki s; odpowiadajace weztom x; dla i = 0,1,...,L — 1 wyznaczone

sa w sposob nastepujacy dla parametrow «, 5 (4.3):

s = (L B 1) G L (4.4)

[

gdzie (Lzl) jest symbolem Newtona. Wowczas ZZL:_OI s; =1 (4.4), poniewaz

L-1
> <L R 1) ol g = (e ) =1

7
=0

dla wspotezynnikow o,  (4.3). Oznacza to, iz operator usredniony H rowna sie:

L-1
H=>)" (L Z_ 1) R UM - P (4.5)
=0

Uzasadnienie wzoru (4.5)

Mozna zapisaé (Rys. 4.5):

L-1

8:Z<L;1>.QL—1—Z'.5¢.$Z.

=0

dla «, (8 jak (4.3). Niech h oznacza staly krok pierwszych wspotrzednych weztow:
h=x1—xg=20—21=... =211 —xr—9. Jezeli H; dlai=20,1,...,L —1 jest
operatorem zbudowanym dla pierwszego wezta o wspotrzednej x; i kolejnych weztow
7 krokiem 2(L — 1)h, to kolumny macierzy H; stanowig ortogonalne wektory bazowe
dla tych weztow (stuzacych do budowy operatora H;). Jezeli

L—1
_ L-1 L-1—i pgi .
= (M) et

=0
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to dla wektoréw bazowych zachodzi taka sama kombinacja liniowa

L-1

Z<L21>'6¥L_1_i'5i'1{i-

=0

Oznacza to, iz punktowi s i kolejnym z krokiem 2(L — 1)h odpowiada operator:

L—-1
L—1 lei o
()

Niech f oznacza liniowe przeksztalcenie przedziatu [zg; x1—1] w zbior operatorow
OHR zbudowanych dla pierwszego wezta o wspotrzednej z przedziatu [xo; z1,—1] i kole-
jnych weztow z krokiem wspotrzednej 2(L — 1)h, oznaczony HR(zg; xr—1).

filworp—1] — HR(zo;20-1)
Zalozenie: przeksztalcenie f spelia warunki f(z;) = H; dlai =0,1,...,L — 1.Z
wtasnodci liniowoéci:

L-1 L-1

f(s) =132 <L : 1) T ) = 3 <L : 1) ol ()
1=0 i=0
— S <L Z_ 1) calT B0 Hy L (4.6)
=0

Przeksztatcenie f mozna zbudowaé nastepujaco:

L1,
- L—1—i ;i
g ()

Uwaga:
Przeksztalcenie liniowe f jest funkcja wzajemnie jednoznaczng, czyli kazdemu
punktowi przedziatu [zg; x1—1] odpowiada doktadnie jeden operator zbioru

HR(a:O;a:L_l).

Metoda MHR odtworzenia brakujacych punktéw krzywej z wykorzys-
taniem operatora usrednionego zbudowanego na podstawie dowolnej ilosci
operatorow OHR

Zatozenie: na wejsciu dane sa punkty charakterystyczne w R? opisujace krzywa
(wybrane przez eksperta) ekstrema lokalne jednej ze wspotrzednych oraz punkty
znajdujace sie pomiedzy ekstremami (co najmniej jeden).

Na wyjéciu obliczone sg brakujace wspotrzedne punktéw lezacych na krzywej: na
podstawie wyznaczonych punktéw mozliwe jest odtworzenie krzywe;j.

Krok 1

Ustalenie wymiaru operatoré6w OHR: N = 2,4, 8 oraz ilodci operatoréw L. Wybor
weztow poczatkowych (z;;9;) € R* dla i = 0,1,...,L — 1 o statym kroku h € R
jednej ze wspolrzednych oraz kolejnych weztow z krokiem 2(L — 1)h:

xo+2(L—1)h,...,20+2(N —1)(L — )h,x1 +2(L — 1)h,...,
x1+2(N—-1)(L—-1Dh,...,z—1+2(L—1)h,...,z1 +2(N = 1)(L — 1)h.
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Weztami sa ekstrema lokalne wspotrzednej oraz punkty znajdujace si¢ pomiedzy nimi
(co najmniej jeden).

Krok 2

Zbudowanie operatorow H; (wymiaru N = 2,4,8) dla i = 0,1...,L — 1. operator
H; zbudowany jest 7 weztow (xp;yx) o kroku pierwszej wspohrzednej 2(L — 1)k dla
k=1i,L+i,2L+1,...,(N—1)L+i. W przypadku weztow o rownoodlegtych drugich
wspohrzednych nalezy wykorzystac¢ operatory odwrotne do H; —wzory (2.9), (2.10),
(2.11).

Krok 3

Wybor liczby s € [xg; x1—1], dla ktorej zostanie wyznaczona brakujaca wspolrzedna.
Dla liczby ¢ nalezy ustali¢ parametry «, 5 (4.3).

Krok 4

Budowany jest operator u$redniony:

L-1
L—1 o
H:Ej N L
z‘:O< L > : ﬂ 7

lub odwrotny operator usredniony:

L-1 -1 ‘ '
H—1:Z< . >'OZL_1_Z'ﬁZ'HZ~_1.

1=0

Krok 5

Oblicza sie

Y(S)=H-S
dla
S =[s,5+2(L —1)h,...,s +2(N —1)(L — 1)h)"

w celu wyznaczenia brakujacych wspoétrzednych rekonstruowanych punktow, gdzie:
T
Y (9) = [ys, Ys+2(L—1)hs - - - ays+2(N—1)(L—1)h]
oraz

Yorjn dlaj=0,2(L—1),...,2(N —1)(L —1)

jest obliczong drugg wspotrzedng dla pierwszej wspotrzednej s+ j - h. W przypadku
wezlow o stalym kroku drugiej wspotrzednej oblicza sie:

X(S)=H"'.5,
gdzie
T
X(8) = [9557 Ls42(L—1)hs - - - 7xs+2(N—1)(L—1)h]
oraz

Zopjn dlaj=0,2(L—1),...,2(N —1)(L —1)
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jest wyznaczong pierwsza wspolrzedna dla drugiej wspotrzednej s + 5 - h.
Uwaga

llog¢ weztow w MHR uzalezniona jest od ilodci ekstremoéw lokalnych danej krzy-
wej. Jezeli punkty charakterystyczne posiadaja staly krok wspoétrzednej x;, to ek-
stremum lokalne dotyczy wspolrzednej y;; natomiast jezeli punkty charakterystyczne
posiadaja staty krok wspotrzednej y;, to ekstremum lokalne rozpatrywane jest wzgle-
dem wspoélrzednej x;. Im wiecej wykres krzywej posiada ekstreméw lokalnych, tym
wiecej nalezy okresli¢ weztéw i tym gorszy jest stopienn kompres;ji.

Wilasno$é 4.1

Metoda MHR odtworzenia brakujacych punktéw krzywej z wykorzystaniem ope-
ratora ugrednionego zbudowanego na podstawie dowolnej ilosci operatoréow OHR
posiada statg ztozonogé¢ obliczeniows rzedu O(N?).

Uzasadnienie: budowanie wiekszej ilosci operatoréw OHR w kroku 2 i wykorzys-
tanie ich do konstrukcji operatora usrednionego w kroku 4 nie zwieksza zlozonosci
MHR w poréwnaniu z jej wersja w rozdziale 2.

Przykltady operatorow usrednionych wg wzoru (4.5):

1. Niech L = 3 (jak w rozdziale 4.1). Wowczas operator usredniony H wynosi:
H=0o> Hy+2ap -H + (% H,

dla odpowiednich parametrow «, z wzoru (4.3). Jest to wzor identyczny

do (4.1).
2. Niech L = 4. Wowczas operator usredniony H wynosi:

H=0o> Hy+30%6-Hi + 303 - Hy+ °Hs.

3. Niech L = 5. Woéwczas operator usredniony H wynosi:

H=o" Hy+ 4033 Hy + 60232 Hy + 4a33Hy + 64 Hy.

Majac znaleziony operator usredniony H wymiaru N x N (N = 2,4,8) mozna
obliczy¢ brakujace wspolrzedne punktéw. Dla N = 2 szukane drugie wspolrzedne
punktow o pierwszych wspotrzednych s, s + 2(L — 1)k obliczane sa nastepujaco:

[ys ys+2(L—1)h]T =H - [8 s+ 2(L — 1)h]T .

Dla N = 4 szukane drugie wspoélrzedne punktéow dla pierwszych wspoédtrzednych
s,s+2(L—1)h,s +4(L — 1)h, s+ 6(L — 1)h obliczane sa nastepujaco:
T
[ys Ys+2(L-1)h  Ys+4(L-1)h ys—i—ﬁ(L—l)h]
—H-[s s+2(L—1h s+A4(L—1)h s+6(L—1)h]" .

Dla N = 8 szukane drugie wspotrzedne punktéw dla pierwszych wspoétrzednych
w wektorze

S =1ls,s+2(L — V)h,s +4(L — 1)h,s + 6(L — 1)h,
s +8(L — 1)h,s + 10(L — 1)k, s + 12(L — 1)h, s + 14(L — 1)h]
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obliczane sg nastepujaco:
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[y37 Ys4+2(L—1)hs Ys+4(L—1)hs Ys+6(L—1)h> Ys+8(L—1)h>

T
Yst10(L—1)h> Ys+12(L—1)hs Yst1a(n—1yn] = H - ST.

Przyktad obliczen 7 wykorzystaniem operatora usrednionego zbudowanego na
4) operatorow OHR wymiaru N =
, 15 (Rys 4.3) oraz staty krok wspotrzednej z; : h = 0.5.

podstawie czterech (L
kompresji (z;,y;), 1 =0,1,..
Dla weztow o Wspolrzednych

Dla weztéw o wspotrzednych

Dla weztéw o wspotrzednych (2;5.5) i

[
[

;8) 1 (4;2) wyznaczono operator Hy:

0.941178

1. 764707]

1.764707 0.941178

1.02

0.993334

i (4.5;3.1) wyznaczono operator Hi:

0.993334
1.02

(5;4) wyznaczono operator Hy:

o — [ 1.068965  0.672414]
27 |-0.672414  1.068965] -
Dla weztow o wspotrzednych (2.5;5.9) i (5.5;2.1) wyznaczono operator Hs:
[ 0.720548  0.745206 ]

2. Dane sa wezty

H; =

| —0.745206  0.720548 | °

Obliczenia dla réznych wielkosci s € [1;2.5] przebiegaja nastepujaco:

s =1.3,
- 0.981948  1.355484 . 1.3 7105112
| —1.355484 0.981948 |’ 4.3 (2.460248|°
s =1.75,
- 0.991078  0.938395 7. 1.75  16.191761|
~1—0.938395 0.991078 |’ 4.75|  |3.065428 |’
s=19
7 — 0.971427  0.850469 . 1.9]  16.013008|
| —0.850469 0.971427 |’ 49 | 3.1441 |’
s =1.15,
7 0.963561  1.546752 . 115 |7.527117|
| —1.546752 0.963561 415  |2.220014|"
s =1.35,
7— 0.986808  1.297599 . 1.35|  [6.976747
© [ —1.297599 0.986808 |’ 4.35|  |2.540855|



4.2. NA PODSTAWIE DOWOLNE.J ILOSCI OPERATOROW OHR 87

L e R . I = B B w xR

Rysunek 4.6. Zrekonstruowane punkty (zakreslone) umieszczono na wykresie obok
weztow

Dziesie¢ odtworzonych punktow o pierwszych wspotrzednych z przedziatow [1;2.5]
i [4;5.5] naniesiono na wykres:

Uwaga: MHR polegajagca na budowaniu operatora usrednionego z do-
wolnej liczby operatoré6w OHR pozwala wykorzystaé¢ maksymalng liczbe
wezlow do obliczenia brakujacych wspélrzednych punktéw. Budowa opera-
tora usrednionego na podstawie dowolnej liczby operatoréw OHR umozliwia rekon-
strukcje punktéow obrazu na podstawie wiekszej iloéci weztdéw niz w przypadku opera-
tora §redniego budowanego z dwoch operatoréw OHR. Dzieki temu istnieje mozliwosé
wyboru weztéw podczas wyznaczania operatoréw OHR przy niezmienionej ztozonosci
obliczeniowej MHR rzedu O(N?).



Rozdzial 5

Zastosowanie metody MHR
w tomografii komputerowe;]

5.1 Obrazy tomograficzne

W rozdziale 1 poruszono zagadnienie zapisu danych i rekonstrukeji obrazu w tomo-
grafii komputerowej (TK). Pelny obraz organu ludzkiego zajmuje na dysku kilka-
dziesiat (nawet do stu) megabajtow i waznym problemem jest mozliwosé bezstrat-
nego skompresowania danego obrazu do pliku o znacznie mniejszej objetoéci. Niestety
wiekszos¢ bezstratnych metod kompresji przystosowana jest do obrazéw kolorowych
i moze dawac niepozadane wyniki (np. zbyt dlugi czas) podczas rekonstrukeji obrazu
czarno-biatego lub pozwala na niewielka kompresje w przypadku obrazu czarno-
biatego. Pojedynczy zeskanowany przekrdj fragmentu ciala jest pewnag krzywa.
Grubosé tej krzywej jest nieistotna i MHR pozwala odtworzy¢ doktadnie kontur
skanowanego narzadu cztowieka w celu zbadania przerostéw, zwyrodnien, guzéw,
przebytych urazéw czy efektéow wykonania zabiegu.

Podczas badania tomograficznego uzyskuje sie przekroje organu ludzkiego (do
64 obrazow sasiadujacych ze soba przekrojow badanego ciala) wykonane ze staty
odlegtoscig (rzedu kilku milimetrow lub nawet co 0,4 mm) skanowanej warstwy
od sasiedniej [18]. Istotnym zagadnieniem jest jak najdokltadniejsze odtworzenie
obrazu znajdujacego sie pomiedzy badanymi warstwami. W tym celu wykorzystuje
sie rozne metody interpolacji punktéow lezacych miedzy przekrojami na podstawie
zebranych danych ze skanowanych przekrojéw, np. liniowa interpolacje wynikéw
projekcji w punktach, przez ktore nie przechodza promienie w danym rzucie [18].
Interpolacja z uzyciem funkcji liniowej moze powodowaé duze niedoktadnosci w od-
twarzaniu brakujgcych punktéw obrazu tomograficznego.

MHR polega na odtworzeniu brakujacych pikseli obrazu na podstawie danego
zbioru weztéw kompresji przy wykorzystaniu wektoréw bazowych, umieszczonych
w macierzy operatora OHR. Dyskretne podejscie do rekonstrukeji obrazu kompute-
rowego w MHR jest jego zaleta, poniewaz wykorzystanie danych dyskretnych w MHR
obarczone jest ztozonogcia obliczeniowa rzedu O(N?).

W tradycyjnej TK dane zbierane sa tylko z wybranej warstwy tkanki, dzieki
czemu otrzymujemy odwzorowanie warstwy kilkumilimetrowej grubodci na plaszczy-
zne. 7 Rys.5.1 wynika, iz monochromatyczny model ludzkiego organu sktada sie
z pewnej iloci konturéw, a kazdy kontur jest zapamietany za pomoca zbioru weztow.
Waznym zagadnieniem jest wiec szybkie i doktadne odtworzenie konturu na pod-

88
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stawie punktoéw kompresji. Czarno-bialy obraz z Rys. 5.2 mozna odtworzy¢ w MHR
z wykorzystaniem konturow.

Rysunek 5.1. Przyktadowy organ wewnetrzny cztowieka przedstawiony za pomoca
konturow

Rysunek 5.2. Obraz tomograficzny zatok w plaszczyznie czotowej [18]

Rysunek 5.3. Fantomy w TK 2]

Fantomy uzyskane w wyniku badania TK pozwalajg na ich rekonstrukcje za po-
mocg konturéw w MHR.
Monochromatyczne obrazy tomograficzne mozna zapisaé¢ jako zbiér weztow kom-
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presji i doktadnie odtworzy¢ dzieki MHR. MHR pozwala na wysoki stopienn kom-
presji (niewielka ilog¢ weztow w poréwnaniu z ilodcig pikseli w calym obrazie) oraz
zapewnia szybka (rzedu O(N?) dla obrazu o wymiarach N x N pikseli) i bezstratna
rekonstrukcje obrazu binarnego.

5.2 Metody rekonstrukcji obrazu tomograficznego

Zastosowaniem MHR moze by¢ nie tylko badanie wnetrza cztowieka (tomografia),
lecz takze analiza wygladu zewnetrznego czlowieka, jak np. odtwarzanie ksztaltu
kosci przed wypadkiem i na tej podstawie projektowanie protezy, badanie linii papi-
larnych, poréwnanie ksztaltu ucha, nosa, czaszki, rekonstrukcja twarzy.

Wyré6znic¢ nalezy nastepujace metody rekonstrukeji obrazu tomograficznego [18]:
1. Rekonstrukcja obrazu przy uzyciu rownolegtego uktadu projekcyjnego:

(a) metoda rekonstrukcyjna z wykorzystaniem splotu i wstecznej projekcji —
podstawowa metoda ze wzgledu na prostote implementacyjna, wykorzys-
tujaca interpolacje wartosci projekcji (kolor, jasnos¢) w punkcie, przez
ktory nie przechodza promienie w danym rzucie, na podstawie sasied-
nich linii projekcyjnych (sasiednich rzutéow); MHR takze polega na in-
terpolacji punktéw na podstawie zarejestrowanych weztéw, lecz w przy-
padku odtwarzania konturu czarno-biatego cechuje sie mniejsza ztozonos-
cig obliczeniowg 1 mniejsza zajetoscia pamieci (kolor i jasnoscé nie sa brane
pod uwage);

(b) metoda rekonstrukcyjna z wykorzystaniem filtracji i wstecznej projekcji
jej ztozonogé obliczeniowa wynosi O(N?log, N) przy odtwarzaniu obrazu
ztozonego z N? pikseli; odtworzenie monochromatycznego obrazu za po-
moca MHR obarczone jest ztozonogcia obliczeniowa rzedu O(N?): MHR
ma mniejszg ztozonosé obliczeniowy niz wsteczna projekcja z filtracja;

(¢) metoda rekonstrukcyjna z inwersja fourierowska — oparta na dwuwymia-
rowej transformacie Fouriera.

2. Rekonstrukcja obrazu przy uzyciu uktadu projekcyjnego z wigzka uformowana
w wachlarz:

(a) metoda rekonstrukcyjna z przesortowaniem — wyszukuje sie sposrod wszy-
stkich dokonanych projekcji takich promieni, ktére odpowiadatyby prze-
biegiem hipotetycznym promieniom réwnoleglym (przesortowanie proje-
kcji), a nastepnie uzywa sie metody sformutowanej dla réwnolegltego uk-
tadu projekcyjnego;

(b) metoda z bezposrednim uzyciem projekcji wachlarzowych — wykorzystana
jest przeksztalcona metoda rekonstrukcyjna pierwotnie sformutowana dla
rownolegltego uktadu projekcyjnego (uzycie zwigzkow trygonometrycznych
dla r6znych uktadow projekcyjnych).
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3. Rekonstrukcja obrazu w tomografii spiralnej:

(a) algorytm rekonstrukcyjny 360° LI (dla pojedynczego przekroju) — dzieki
zastosowaniu odpowiedniej formuly interpolacji liniowej mozliwe jest uzy-
skanie na podstawie pomiaréw projekcji wachlarzowych, a nastepnie uzy-
wa sie metody sformutowanej dla wachlarzowego uktadu projekcyjnego;

(b) algorytm rekonstrukcyjny 180° LI (dla pojedynczego przekroju) — proje-
kcje wykonane sg w spiralnym uktadzie projekcyjnym, po odpowiedniej
interpolacji projekcji uzyskuje sie projekcje wachlarzowe;

(c) algorytm rekonstrukcyjny ex-180° LI ~ wersja dla wielu przekrojow;

(d) algorytm Feldkampa—wigzka promieniowania uformowana jest w stozek,
algorytm ten stanowi rozwiniecie rekonstrukcji dla wiazki wachlarzowej;

(e) algorytm =z zaawansowanym sortowaniem dla pojedyncze] warstwy
(ASSR) metoda cechuje sie duzg zlozonoscia obliczeniowa.

4. Algebraiczne techniki rekonstrukcyjne (ART):

(a) podstawowy algorytm ART —polega on na iteracyjnym rozwiazywaniu
uktadu réwnan opisujacym z uzyciem funkcji bazowych poszczegdlne pa-
rametry obrazu (S. Kramarz 1937) [57];

(b) algorytm ART z zastosowaniem relaksacji ~ do podstawowej formuty ite-
racyjnej wprowadza sie dodatkowy parametr;

(¢) chaotyczny algorytm rekonstrukcyjny ART  w kazdym kroku iteracji wy-
korzystany jest inny zestaw danych, wybor ten jest losowy.

Wada metod wymienionych w punktach 1 4 jest ich duza ztozonosé¢ obliczeniowa
rzedu co najmniej O(N?log, N) przy odtwarzaniu obrazu ztozonego z N? pikseli.
MHR jest rzedu O(N?). W metodach z punktéw 1 3 stosuje sie interpolacje lub
aproksymacje odpowiednich danych, co powoduje btedy w odtwarzanych informa-
cjach. MHR opiera sie na interpolacji o wysokiej doktadnosci. Natomiast iteracyjne
metody ART sy wolniejsze od metod analitycznych, do jakich nalezy zaliczy¢ MHR.

MHR posiada cechy niektérych z metod wspomnianych w punktach 1-4: opiera
sie na interpolacji danych (jak metody z punktow 1 3) i wykorzystuje elementy
bazowe (ortogonalne wektory bazowe), tak jak metody ART, przy rekonstrukcji
monochromatycznego konturu badanego obiektu. Nowoscia MHR w poréwnaniu
z metodami wymienionymi jest jej podej$cie analityczne, polegajace na zbudowa-
niu modelu matematycznego opisujacego obiekt na podstawie wybranych punktéow
charakterystycznych. Jest to wazna cecha metody, wplywajaca na prostote algo-
rytmu oraz na ztozonos¢ obliczeniowa i pamieciowa. Na podstawie serii rownoleglych,
dwuwymiarowych obrazow (konturéw otrzymanych w MHR) mozliwe jest zrekon-
struowanie obrazu przestrzennego |107]:

Uwaga

Analitycznosé¢ MHR w potaczeniu z dobrg doktadnodcig interpolowanych danych przy
wykorzystaniu ortogonalnej bazy i ztozonosci obliczeniowej rzedu O(N?) sprawia, iz
MHR stanowi nowe podejscie do zagadnienia rekonstrukeji obrazu tomograficznego.

Mesh modelling (budowanie przestrzennej siatki na podstawie weztow) [7] jest in-
nym sposobem rekonstrukcji obrazu 3D niz naktadanie konturéw przedstawiajacych
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Rysunek 5.4. Metoda rekonstrukcji obrazu 3D na podstawie szeregu réwnolegtych
obrazéw 2D

poszczegolne przekroje organu (Rys. 5.1). W MHR przeksztalceniom geometrycznym
(przesuniecie, skalowanie powiekszenie lub pomniejszenie, obrot o katy k - 7/2)
ulega nie caly kontur, lecz tylko punkty charakterystyczne, a nastepnie na podstawie
nowych wezléw odtwarzany jest kontur po przeksztalceniu. Wazng cecha MHR jest
fakt, iz przy znacznej ilosci weztéw nie ma potrzeby poshugiwania sie jednym duzym
operatorem globalnym, lecz dziata sie na operatorach lokalnych opartych na kilku
lub kilkunastu weztach. Olbrzymia zaleta jest fakt, iz macierz operatora OHR jest
ortogonalna. Zapewnia to stabilnosé i dokladnosé¢ obliczen. Operator dyskretny
dobrze nadaje sie do obliczen komputerowych. Wazng zaleta MHR jest mozliwo$¢
wykorzystania go przy aproksymacji lub interpolacji funkcji [102]|. Niektore metody
aproksymacji lub interpolacji (np. interpolacja Newtona) nie radzg sobie z funkc-
jami, ktore nie sa rozniczkowalne w jakimg punkcie danego przedzialu [34], [25],
[85], np. f(x) = |z| lub z funkcjami, ktorych wykres znacznie rézni sie od wielo-
mianu interpolujacego, np. y = 1/x. Operator OHR nie sprawia takich klopotow
(w przykladowej literze ,W” z Rys.2.27, ktora przedstawia wykres pewnej funkcji
cigglej, sa trzy punkty, w ktorych nie istnieje pochodna). Ztozono$¢ obliczen z uzy-
ciem MHR rzedu O(N?) jest mniejsza niz wielu klasycznych metod interpolacji czy
aproksymacji, np. utworzony na dwudziestu jeden wezlach wielomian algebraiczny
moze by¢ stopnia dwudziestego i wtedy nalezy wykona¢ co najmniej dwadziescia
mnozen dla obliczenia wartosci w pewnym punkcie. Natomiast majac znalezione
dwa operatory OHR o wymiarach 8 x 8 dla kolejnych szesnastu weztéw wykonuje sie
grednio jedenadcie mnozen dla obliczenia pojedynczej wartosci. Przeksztalcenie za
pomoca operatora OHR jest przeksztalceniem liniowym, co zapewnia matg ztozonosé
obliczeniowa rzedu O(N?).

Innym sposobem podejécia do zagadnienia rekonstrukeji obrazu tomograficznego
jest odtworzenie konturu za pomoca wielokatéw, a nastepnie zbudowanie obrazu
trojwymiarowego zlozonego z wieloscianoéw [98|. Jednak taka metoda moze spowo-
dowa¢ btad aproksymacji konturu i obrazu 3D (Rys. 5.5).

Metoda MHR rekonstrukeji ptaskiego konturu obrazu oparta jest na zatozeniu,
iz punkty charakterystyczne — wezly interpolacji— (x;,y;) dla ¢ = 0,1,...,n posia-
daja staty krok h/2 = x;41 — x; wspolrzednej x; lub staty krok h/2 = yi41 — y;
wspotrzednej y; dla pojedynczej czesci konturu. W trakcie badania tomograficznego
otrzymuje sie szereg przekrojow w plaszczyznie XY jako zbiér punktéw o wspodtrzed-
nych (z,y, z) dla i-tego przekroju. Jezeli ustalona zostanie dla wszystkich warstw
wspotrzedna y = const., to dla danej wspotrzednej y mozna mowicé o weztach (x;, z;)
ze statym krokiem h/2 = z;11 — z; dla kolejnych przekrojow. Wowczas dla weztow
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Rysunek 5.5. Kontur odtworzony za pomoca wielokata i model 3D zbudowany z wie-
locianow |98|

(x4, 2;) ze statym krokiem h/2 = z;11 — z; metoda MHR pozwala na rekonstrukcje
konturu w ptaszczyznie X7 dla ustalonego y. Roéwniez jezeli ustalona zostanie dla
wszystkich warstw wspotrzedna x = const., to dla danej wspolrzednej x mozna méowic
o weztach (y;, z;) ze stalym krokiem h/2 = z;11 — 2z; dla kolejnych przekrojow. Wow-
czas dla weztow (y;, 2;) ze stalym krokiem h/2 = z;41 — z; metoda MHR pozwala
na rekonstrukcje konturu w ptaszczyznie YZ dla ustalonego x. Istnieje wiec mozli-
wo$¢ interpolacji konturu badanego organu w ptaszczyznach dla ustalonego x albo
y. Zbior zrekonstruowanych konturéw w plaszczyznach X7 oraz YZ przedstawi
trojwymiarowy obraz badanego organu (Rys.5.1). Rys.5.6 przedstawia fragment
uktadu kostnego odtworzony za pomoca konturéw w roéznych ptaszczyznach.

Rysunek 5.6. Krag ludzki zrekonstruowany na podstawie badania tomograficznego

[107]
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Dyskretny operator OHR jest efektywnym i prostym narzedziem do odtworze-
nia (dekompresji) krzywej na plaszczyznie kartezjariskiej (konturu, ksztattu obiektu)
na podstawie pewnej ilosci rownoodlegtych punktow przyktadowych (weztow kom-
presji). W szczegolnosci operator OHR moze stuzy¢ do wyznaczania wartosci niez-
nanej funkcji pomiedzy danymi weztami o statym kroku argumentu.

5.3 Przeksztalcenia obrazéw tomograficznych

Waznym zagadnieniem jest zastosowanie operatoréw odwrotnych w przypadku, gdy
krzywa (lub jej fragment) opisana jest za pomoca weztow (x;,y;) o stalym kroku
wspohrzednej y; € R (y; € N w przypadku obrazu komputerowego o wspotrzed-
nych naturalnych). Kontury zaokraglone, owalne (np. fragment ludzkiego organu
lub kosci, litery pisane) odtworzone zostana za pomoca MHR. Przyktad obliczen
dla pikseli weztowych (z;,7;) € N2 dla i = 0,1,...,8 ze stalym krokiem drugiej
wspotrzednej h/2 = 50 dla fragmentu obrazu:

x | 40 | 20 | 10 4 0 4 10 20 40
y|O0 50 | 100 | 150 | 200 | 250 | 300 | 350 | 400

450
400
350
300
250
200
150
100

50

L 2

*

@

*

2

L 4

*

Rysunek 5.7. Fragment krzywej ze stalym krokiem wspotrzednej y;

W przypadku statego kroku wspoétrzednej y; uzyty jest operator odwrotny:
=M1 ydla Mt =wy -I—-W (27), (2.11) w celu wyznaczenia brakuja-
cych pikseli konturu' z Rys.5.7. Operator odwrotny do M oznaczany tutaj przez
A jest dany przez A = wy - I — W, gdyz M~ = A, zas$ Ml_1 = A;. Przyktadowy
operator $redni wynosi Ay = 0.5- A +0.5- Ay dla y = 25,125,225,325 oraz ope-
rator $redni A50.8- A+0.2-A; dla y = 10,110,210, 310. Zrekonstruowane piksele
umieszczono na wykresie (obliczone wspotrzedne x zaokraglono do najblizszej liczby
naturalnej), przedstawionym na Rys. 5.8.

Pozostate fragmenty konturu zostana odtworzone analogicznie. Warto podkresli¢,
ze im mniejszy jest przedzial zawierajacy wspotrzedne weztéw o stalym kroku, tym
obliczenia brakujacych wspolrzednych punktéw sa doktadniejsze. W rozdziale 2.3
btedy sredniokwadratowe nie wynikaty z niedoskonatosci metody, lecz z zaokraglenia
obliczenn w programie MathCad. Jakie wyniki da MHR dla linii pionowej? Ponizej

!Przyklad litery ,W” 7z Rys. 2.27 stanowi wykres funkcji ciggtej na catym przedriale argumentow,
gdyz znaleziono brakujace wartosci rzeczywiste funkcji dla dowolnych rzeczywistych argumentow
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x | 40 | 20 | 10 4 0 4 10 20 40
y |0 50 | 100 | 150 | 200 | 250 | 300 | 350 | 400

x |31 |7 1 14 3719 0 11
y | 25 | 125 | 225 | 325 | 10 | 110 | 210 | 310

450

400 *

350

2

300 2

250

L 4

200

150 +

100 LN

50

*

Rysunek 5.8. Punkty znalezione za pomoca operatora odwrotnego

zastosowany zostanie operator odwrotny na przyktadzie litery ,M”, ktora opisuja
punkty w R? przedstawione na Rys.5.9.

x|1(1|1|1}|1|1)1|1(2|3|4|5]|5
y|0|1]|2|3|4|5|6|7|5|3|5|7]|6

x|5]55]5 51525 |35 ] 45
vIi5|4|3]2]1]0 4 |4 |6

8 y

7 4 4

6 " g L g " g L g

5 4 g 4 4

4 4 4 4 4

3 ¢ ¢ -

2 4 *

0 4 T 4 X
0 1 2 3 4 5 6

Rysunek 5.9. Przyktad krzywej ztozonej z trzech czesci

Litera ,M” rozdzielona jest na trzy czesci: osobno dwa odcinki pionowe (dla
nich zostanie zastosowany operator odwrotny, poniewaz nie przedstawiaja wykresu
funkcji) oraz czes¢ srodkowa.

Jak odtworzy¢ inne punkty dla o = 17 Znalezione sg dwa operatory M i M
(kazdy operator dla czterech weztéw o elementach rzeczywistych): =’ = [1,1,1,1],
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y" =10,2,4,6]
2.999998 0 —1.999994 —1.000004 0
M — 0 2.999998 1.000004  —1.999994 M — 2.000008
© | 1.999994 —1.000004  2.999998 0 ’ | 3.999988
1.000004  1.999994 0 2.999998 5.999996
Operator odwrotny do M: A =wy-I — W (2.7).
0.214286 0 0.142857  0.071429 1.000002
A— 0 0.214286  —0.071429 0.142857 Ay — 0.999998
~ | —0.142857 0.071429  0.214286 0 Y= 1000002
—0.071429 —0.142857 0 0.214286 1.000002

Blad éredniokwadratowy dla obliczonych weztow wynosi (A-y —x)7 - (A-y —x) =
1.6-107! /1.6 - 101 /4 = 2-1075 (btad przyblizenia w programie MathCad). Drugi
operator: ! =[1,1,1,1], y* =[1,3,5,7]

[ 4.000004 0 —2.000002 —1.000001 ] 1.000001
M, = 0 4.000004  1.000001  —2.000002 Myx - 3.000003
2.000002 —1.000001  4.000004 0 ’ 5.000005 |’

| 1.000001  2.000002 0 4.000004 7.000007
0.190476 0 0.095238  0.047619 ]| 0.999999
A — 0 0.190476  —0.047619 0.095238 Ay — 0.999999
—0.095238 0.047619  0.190476 0 ’ 0.999999
| —0.047619 —0.095238 0 0.190476 | 0.999999

Przyktad 5.1. Obliczono pierwsze wspétrzedne dla wektora drugich wspdtrzednych
y € R*: Operator sredni Ay = (A + Ay)/2:

0.202381 0 0.119048  0.059524 1.02381

A, — 0 0.202381 —0.059524 0.119048 Aoy — 1.011903
27| —0.119048  0.059524  0.202381 0 2Y =1 1.000001
—0.059524 —0.119048 0 0.202381 0.988096

Przyklad 5.2. Niech wtedy operator Ay = (3- A+ Ay)/4:

0.208224 0 0.130952  0.065477 1.017859

A, — 0 0.208224  —0.065477 0.130952 Aoz — 1.008927
27| —0.130952  0.065477  0.208224 0 2T 1.000001
—0.065477 —0.130952 0 0.208224 0.991073

Wyliczone punkty z przyktadow 5.1 1 5.2 zaznaczono na wykresie (Rys. 5.10).
Tak wiec kazdy kontur obiektu, stanowiacy pewna krzywa, nalezy podzieli¢ na

kilka czedci tak, zeby kazda cze$¢ byta odtworzona dzieki operatorom lokalnym zbu-
dowanym dla wezlow o pierwszych wspolrzednych ze stalym krokiem (przyktady
2.1-2.8) albo dla weztow o drugich wspohrzednych ze stalym krokiem (przyktady
5.1 5.2).

Istotnym zagadnieniem w transformacji obrazu sg przeksztalcenia geometryczne
(przesuniecie, obrot, skalowanie). MHR wymaga jedynie przeksztalcenia weztow
i potem na ich podstawie mozliwe jest odtworzenie catego obiektu po przesunieciu,
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Rysunek 5.10. Punkty znalezione na linii pionowej

obrocie o katy k - m/2 czy wyskalowaniu. Kazdy punkt o wspotrzednych (x,7) € R?
mozna obrocié o kat a wzgledem punktu (0,0) wg wzoru:

cos(a)  sin(a)

9] —sin(a) cos(a)

Np. wezty z Rys. 6.3 po obrocie o kat m beda przedstawialy nastepujacy kontur:

x | -10 | -20 | -30 | -40 | -50 | -60 | -70 | -80 | -90
y|-80]-40 1] 0 -20 | -40 | -20 | O -40 | -80

*
*
q

*
*
>
A
q

100 y

Rysunek 5.11. Punkty charakterystyczne po obrocie o kat m

Odtworzenie konturu na podstawie przeksztalconych weztéw cechuje sie taka
samg zlozono$cig obliczeniowa jak odtworzenie konturu przed przeksztalceniem
weztow.

Przesuniecie o wektor (s,t) € R? polega na obliczeniu nowych weztow (z,y) +
(s,t), wynik przedstawia Rys. 5.13.

Skalowanie polega na przemnozeniu x lub y przez pewna liczbe rzeczywista. Np.
dwukrotne powickszenie kazdej wspotrzednej daje wynik przedstawiony na Rys. 5.14.

Kontury wymagaja podzialu na czesci. Przykladowe wezty kompresji w R?
i zarysy krzywych, na ktorych nalezy znalez¢ dowolny punkt po dekompresji, znaj-
duja sie na Rys.5.15-5.17.

Przyktad przeksztalcenia konturu opisanego zbiorami weztéw By i By o elemen-
tach rzeczywistych.
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Rysunek 5.12. Krzywa po obrocie o kat w

x | 25 35|45 | 55 | 65 | 75 | 8 | 95 | 105
y [ 90 (50|10 | 30|50 30|10 | 50 | 90

0 20 40 60 80 100 120

Rysunek 5.13. Wezly z Rys. 6.3 przesuniete o wektor (s,t) = (15, 10)

x | 20 40 | 60 | 80 | 100 | 120 | 140 | 160 | 180
y | 160 | 80 | O 40 | 80 40 0 80 160

180
160
140
120
100
80
60
40
20

*
*

L 4
4
*

*
*

0 50 100 150 200

Rysunek 5.14. Wezly z Rys. 6.3 wyskalowane x2
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Rysunek 5.15. Zbiory weztéw ze stalym krokiem pierwszej wspotrzednej polaczone
wykresem
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Rysunek 5.16. Zbiory wezléw ze stalym krokiem drugiej wspotrzednej polaczone
wykresem

Rysunek 5.17. Caly ksztalt obiektu na podstawie wszystkich weztéw z Rys.5.15, 5.16
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Przeksztalceniom podlegaja zbiory wezléw, a nastepnie dla nowych weztéw sto-
suje sie MHR. Przyktadowe przeksztalcenie jest ztozeniem obrotu o kat 180° wzgle-
dem punktu (0,0), przesuniecia o wektor (3,7) i wyskalowaniu wspotrzednej x przez
1.5, a wspotrzednej y przez 3.

5| =] 1020 [30 40 [50 [ 60 [70 8090, [x[10]30][50[70]00
Y rylso |40 [0 [20]40[20]0 |40 [80 | ° [y |8 |80 |80 80| 80

80 1 ¢

*
L 4
4

60 1

40 1

20 1

Rysunek 5.18. Figura przed przeksztalceniem

3, % [ 10 [ -30 [ -50 [ 70 | -90 Ty
Ty [-80 | -80 | -80 | -80 | -80

Rysunek 5.19. Figura po obrocie o kat 180° wzgledem punktu (0,0)
Uwaga

Operator OHR dla weztéw o wspotrzednych ze zmienionymi znakami pozostaje taki
sam, nie trzeba wiec wyznacza¢ nowego operatora po obrocie figury o kat 180°. Po
obrocie figury o kat 90° lub 270° nastapi zamiana wspotrzednych (ze zmiang znaku
przy x albo y), nalezy zatem obliczy¢ operator odwrotny. Wspotczynniki w; (2.4)—
(2.6) nie ulegna zmianie, co mozna wykorzysta¢ w obliczeniach (2.7).
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Uwaga
Po przesunieciu weztéw o wektor nalezy wyznaczyé nowy operator OHR w celu od-
tworzenia punktow konturu.

Uwaga

Po wyskalowaniu wspotrzednych przez taka samag liczbe rzeczywista operator OHR
pozostaje bez zmian. Natomiast jezeli wszystkie wspolrzedne x pomnozymy przez
jedna liczbe rzeczywista, a wspotrzedne y przez inng liczbe rzeczywista, to nalezy
wyznaczy¢ nowy operator OHR dla nowych weztéw o wspotrzednych rzeczywistych.

x | -7 -17 | -27 | -37 | -47 | -b7 | -67 | -77 | -87

BT T3 7 33 37 [33]3

8

x | -7 -27 | -47 | -67 | -87
y | -73|-73|-73|-73 | -73

Rysunek 5.20. Figura po przesunieciu o wektor (3,7)

x | -10.5 | -25.5 | -40.5 | -55.5 | -70.5 | -85.5 | -100.5 | -115.5 | -130.5

y | -219 | -99 21 -39 -99 -39 21 -99 -219
B x | -10.5 | -40.5 | -70.5 | -100.5 | -130.5
2T y | -219 | -219 | -219 | -219 -219
X

-100

Rysunek 5.21. Figura po wyskalowaniu wspotrzednej x przez 1.5, a wspolrzednej
Yy przez 3
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5.4 Kompresja obrazéw medycznych

Statyczne obrazy medyczne wymagaja kompresji ze wzgledu na duze rozmiary plikow
(nawet do 100MB). Wykorzystywane sa w tym celu metody kompresji stosowane dla
naturalnych obrazéw kolorowych: RLE, JPEG, JPEG-LS, JPEG2000, PNG, CALIC.
W przypadku obrazéw medycznych (obrazy tomografii komputerowej, obrazy rezo-
nansu magnetycznego, obrazy ultrasonograficzne, obrazy rentgenowskie) najlepszy
stopieni kompresji przy uzyciu wspomnianych metod wynosi 25% (plik zmniejszony
o 75%), najgorszy to 66% (plik zmniejszony o 34%) [101]. W rozdziale 6 omo6wiono
metody stratnej i bezstratnej kompresji obrazu oraz poréwnano z metoda MHR.
Obrazy medyczne wymagaja bezstratnej dekompresji. Bezstratne metody znaj-
duja zastosowanie w medycznych systemach sktadowania i transmisji obrazow PACS
(Picture Archiving and Communication System). Brak jest algorytméw kompresji
obrazow stosowanych wylacznie do obrazéw medycznych. W wyniku wspoétpracy
ACR (American College of Radiology) oraz NEMA (National Electrical Manufac-
tures Association) okreslono standard zapisu obrazéw medycznych w formie cyfrowej
DICOM (Digital Imaging and Communication in Medicine). Istnienie wspoélnej
platformy programowej umozliwia, przynajmniej teoretycznie, wspotprace urzadzen
réoznych producentéw stosujacych dotychczas wtasne, wzajemnie niekompatybilne
rozwiazania [101].

Pogrod obrazéow tomograficznych mozna wyrézni¢ obrazy klasy kontur. Dla
takiej klasy obrazéw medycznych zasadne jest uzycie metody MHR, pozwalajacej na
odpowiedniag doktadnosé rekonstrukcji (rozdziat 2.2.3) przy stopniu kompresji lep-
szym niz 25% i nie gorszej zlozonosci obliczeniowej niz metody obecnie stosowane.
W przypadku, gdy diagnoza lekarska wymaga jedynie zbadania potozenia, ksztattu
i wielkosci danego organu czy fragmentu ciata ludzkiego (np. ksztalt kosci, wielkogc
guza, potozenie naroli czy zwyrodnienia), mozliwe jest wykorzystanie zrekonstru-
owanych metoda MHR obrazéw monochromatycznych (bez odcieni szarosci). Przy-
ktadem wykorzystania MHR moga by¢ fantomy uzywane w TK (Rys. 5.3).

Rysunek 5.22. Fantom z zaznaczonymi weztami kompresji

Obraz (Rys.5.22) o wymiarach 256 x 256 pikseli zostal opisany za pomoca 310
wezlow, co oznacza kompresje 0,5% (310/65536). Wowcezas oryginalny plik jest
zmniejszony o 99,5%. Przy wiekszych rozmiarach fantomu stopieri kompresji jest
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jeszcze lepszy. Inny przyktad to kompresja obrazu tomograficznego z Rys. 5.2.

Rysunek 5.23. Obraz tomograficzny 7 zaznaczonymi weztami kompresji

Obraz (Rys.5.23) o wymiarach 256 x 256 pikseli zostal opisany za pomoca 625
wezlow, co oznacza kompresje 1% (625/65536). Wowezas oryginalny plik jest zmniej-
szony 0 99%. Przy wiekszych rozmiarach obrazu stopieri kompresji jest jeszcze lepszy.
Stopient kompresji dla metod bezstratnych w przypadku obrazéw z Rys.5.22 i 5.23
mozna poréwnaé w tabeli:

Kompresja obrazéw medycznych

metody kompresji:

RLE, JPEG, JPEG-LS 25%-66%
JPEG2000, PNG, CALIC
metoda MHR 0.5%-1%

(obrazy klasy kontur)

Tablica 5.1. Poréwnanie stopnia kompresji obrazéw medycznych klasy kontur dla
ogoblnie stosowanych metod kompresji i metody MHR

Na Rys. 5.24 opisano za pomoca weztéw kosé i fragment koriczyny.

Przyktady monochromatycznych obrazéw medycznych, ktére mozna zrekonstru-
owac za pomoca konturow metoda MHR pokazano na Rys. 5.25 (zdjecia pochodza ze
strony www.gfmer.ch  Geneva Foundation for Medical Education and Research).

Metoda MHR pozwala na kompresje rzedu 1% (lub nawet lepsza) czarno-bia-
tych  ogdlnie monochromatycznych obrazéw medycznych z duza dokladnodciag
(rozdziat 2.2.3) uzalezniona od wyboru weztow. Wowczas oryginalny plik jest zmniej-
szony o 99%. Punktowe odtwarzanie krzywej (piksel po pikselu) za pomoca or-
togonalnego, liniowego operatora OHR powoduje, iz MHR jest metoda bezstratna
o zlozonosci obliczeniowej rzedu O(N?) i zapewniajaca wysoki stopien kompresji.
Metody bezstratnej kompresji maja zastosowanie w medycynie i tych dziatach prze-
mystu (tomografia procesowa), w ktorych informacje musza by¢ odtworzone doktad-
nie. Szybkie i doktadne odtworzenie obrazu ma wielkie znaczenie w tomografii kom-
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puterowej, gdzie przestrzenny model badanego organu cztowieka jest budowany na
podstawie kolejnych przekrojéow skanowania. Przekroje te moga by¢ zapamietane
i odtworzone na podstawie zbioru weztéw kompresji za pomoca MHR.

Rysunek 5.25. Medyczne zdjecia czarno-biate, ktére mozna skompresowaé i odtwo-
rzy¢ metoda MHR.



Rozdzial 6

Porownanie metody MHR z
innymi metodami kompresji

Metode kompresji MHR mozna zaliczy¢ do kompresji poprzez modelowanie matema-
tyczne, [117]. Sposob podejscia do kompresji danych typu (z;,v;) € R? w modelowa-
niu matematycznym polega na znalezieniu pewnej zaleznosci matematycznej miedzy
wszystkimi wspotrzednymi x; oraz y;. Taka zaleznoscia moze by¢ np. wzor funkcji.
W MHR wartosci wspolrzednych wezléw powiazane sa ze soba operatorem OHR i
dzieki dziataniom na odpowiednim operatorze OHR mozliwe jest odtworzenie braku-
jacych danych rzeczywistych. Na przyklad funkcji liniowej f(z) = ¢ - 2 odpowiada
macierz ¢ - Iy jako operator OHR.

Kompresja danych dotyczy informacji tekstowych, dzwieku (mowy, muzyki), o-
brazu (zdjecia, grafika), filmu, [108]. Kazdy typ danych korzysta z okreslonych metod
kompresji, najlepiej przystosowanych do dziatania na specyficznych typach plikéw.
W tym rozdziale dokonano przegladu metod kompresji obrazu w kontekscie dzialania
MHR.

Metody kompresji stratnej posiadaja niewielka ztozonosé obliczeniowg i pozwalaja
na wysoki stopienn kompresji, jednak ze wzgledu na brak mozliwoéci dokladnego od-
tworzenia danych nie moga by¢ uzyte w wielu przypadkach. Natomiast metody
kompresji bezstratnej [76] czesto nie sa wykorzystywane z powodu duzej ztozonosci
obliczeniowej lub niewystarczajacego rzedu kompres;ji.

6.1 Metody stratne

Metody stratnej kompresji sa niedopuszczalne do wykorzystania w tych zagadnie-
niach, w ktérych obraz musi byé¢ zrekonstruowany bardzo wiernie. W medycynie
(gdzie liczy sie kazdy szczegol) trudno sobie wyobrazi¢, aby np. Rys.5.1 5.3 byly
zdeformowane. Takze w zastosowaniach technicznych po dekompresji musi zostaé
doktadnie odtworzony kazdy detal przedmiotu. Zastosowanie znajduja nastepujace
metody stratnej kompresji obrazu: JPEG, JPEG2000 (kompresja falkowa) [109],
kompresja fraktalna [88, 114].

Poréwnanie dzialania metody JPEG i MHR.

Bardzo popularna metoda JPEG (Joint Photographic Ezperts Group) powstala
jako wynik opracowania §wiatowego standardu zapisu zdje¢. JPEG to nazwa systemu
kompresji statycznych obrazéw rastrowych, przeznaczonego gltéwnie do przetwarza-
nia obrazoéw naturalnych (zdjeé¢ satelitarnych, portretow itp.), a wiec takich, ktore

105
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nie maja zbyt wielu ostrych krawedzi i szczegétéw. Natomiast w przypadku obiek-
tow z wyraznie zaznaczonymi krawedziami (np. napis, kontur przedmiotu) algorytm
JPEG moze dawaé¢ niepozadane rezultaty. Idea kompresji JPEG jest podzial obrazu
na bloki o wymiarach 8 x 8 pikseli, nastepnie na kazdym z blokéw wykonywana
jest dyskretna transformata kosinusowa (DCT) dla kazdego bloku wyznacza sie
64 wspotczynniki; wspotczynniki te naleza do zbioru liczb rzeczywistych i dokony-
wana jest ich kwantyzacja (zamiana na wartosci catkowite) oraz kodowanie wartosci
wspotezynnikow. JPEG pozwala na kompresje rzedu 1:20 (kosztem pewnej utraty
szczegOlow), tzn. z pierwotnej ilosci bitéw moze pozosta¢ w skompresowanym pliku
5%, co oznacza zmniejszenie rozmiaru pliku o 95%.

Algorytm kompresji uzywany przez JPEG jest algorytmem stratnym, tzn. w cza-
sie jego wykonywania tracona jest bezpowrotnie czes¢ pierwotnej informacji. Odtwa-
rzanie obrazu blokowo powoduje, iz w przypadku obrazu czarno-bialego o wyraznie
zaznaczonych konturach wystepuja znieksztatcenia.

DCT (discrete cosine transform) [11, 88], uzywana w kompresji JPEG, jest jedng
z najpopularniejszych blokowych transformat danych. Jest szczegdlnie popularna w
stratnej kompresji danych. DCT przeksztalca skoniczony ciagg N liczb rzeczywistych
lub zespolonych ¢(0),...,g(N — 1) w ciag liczb (rzeczywistych lub zespolonych)
G(0),...,G(N — 1) zgodnie 7 zalezno$ciami:

1 N-1
m=0

N—1
2 mk(2m + 1

G(k‘):\/ﬁzg(m) COS% dlak=1,2,...,N—1.

m=0

G(k) sa nazywane wspdtczynnikami DCT. Definiuje sie rowniez odwrotng dyskretng
transformate kosinusowq (IDCT) [11, 88|:

N-1
g(m):\/%G(O)—F\/%ZG(k) 008% dlam=0,1,...,N —1.

Zaleta transformaty DCT jest to, ze wiekszos$¢ wspotczynnikéow jest zwykle bliska O

po kwantyzacji (czyli zastapieniu danych zmiennoprzecinkowych przez liczby cal-
kowite: to wlasnie tutaj wystepuja straty danych; zaleznie od parametréw kompre-
sora odrzuca sie mniej lub wiecej danych) wyzeruja sie, co umozliwia lepszg kompresje
danych. Chociaz DCT jest transformata 1-wymiarowa, tatwo mozna ja sktada¢, dzie-
ki czemu dziata rowniez na blokach 2- lub wiecej wymiarowych. Gléwnym problemem
kodowania transformatowego, opartego na blokach DCT, sa gwaltowne skoki wartosci
na granicach zrekonstruowanych blokow (tzw. efekt blokowy). Jednym ze sposobow
minimalizacji efektu blokowego jest uzywanie wiekszych blokéw (w przypadku mocno
skompresowanych obrazéw uzywane przez JPEG bloki 8 x 8 sg stanowczo za male,
16 x 16 lub nawet 32 x 32 bylyby bardziej odpowiednie). Uzyta transformata DCT
powoduje efekty blokowe w przypadku wysokiej kompresji. Jezeli kontur jest wyrazny
i obiekt czarno-bialy sktada sie tylko z pikseli o wartosciach 1 (czarny) albo 0 (bialy)
to efekt blokowy powoduje znieksztatcenie konturu.

Poréwnanie obu metod dokonamy na przyktadzie obrazu litery W. W grafice
komputerowej przy odtwarzaniu obrazu na ekranie dana jest rozdzielczo§é¢ monitora
i jeden piksel jako najmniejszy punkt. Majac to na uwadze obliczenia wspotrzed-
nych przeprowadzono wiec w podzbiorze liczb naturalnych i wyznaczone wspoétrzedne

Y
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piksela zostana odpowiednio zaokraglone w gore lub w dét. Litera ,W” na Rys. 2.27
posiada 21 weztéw nalezacych do R2. W przypadku drukowanej litery ;W” (Rys. 6.1)
wystarczy 9 (najmniejsza dopuszczalna ilogé, aby wykorzystaé operatory OHR wy-
miaru N = 4) pikseli kompresji (Rys. 6.2) o nastepujacych wspotrzednych (Tab. 6.1):

Rysunek 6.1. Przykladowa litera

&

2

L 3

-
k4

L 3
L 3

[ =

[

Rysunek 6.2. Wezty kompresji

Ty — | Yi —

10 80

20 40

30 0 % +
40 20

o0 40 ——¢
60 20 —i
70 0 - *
80 40

90 80

Tablica 6.1. Wspoélrzedne punktéw charakterystycznych

Weztly sa punktami charakterystycznymi, w ktérych wystepuje ekstremum lokalne
jednej ze wspotrzednych oraz punkty lezace pomiedzy ekstremami lokalnymi. Cata
litera po dekompresji (Rys.6.3) sktada sie co najmniej z 81 pikseli (od =z 10
do z = 90). Operatory OHR budowane sa na podstawie czterech weztow i beda
macierzami o wymiarach 4 x 4, poniewaz ilo§¢ wezléw mniejsza niz 17 nie pozwala

na korzystanie z operatoréw o wymiarach 8 x 8. Odtworzono wszystkie brakujace
piksele litery z uzyciem MHR.
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Rysunek 6.3. Litera po odtworzeniu jako krzywa otwarta

Rzad kompresji wynosi 9/81, czyli 11% (zmniejszenie iloéci pikseli o 89%). Do
odtworzenia brakujacych 72 pikseli wykonano 606 operacji mnozenia lub dzielenia,
co daje drednio 8.4 takich dzialan na jeden zdekompresowany piksel. Przy kompresji
5% (9/161, czyli rozmiar pliku ulegt zmniejszeniu o0 95%) dla odtworzenia 152 pikseli
nalezy wykonaé¢ 1212 dziatan. Natomiast w przypadku metody JPEG o podobnym
rzedzie kompresji jak MHR dla obiektu o wymiarach 80 x 80 pikseli mamy 100
blokéow 8 x 8. Dla kazdego bloku (czyli dla 6400 pikseli) wykonana jest DCT. Nawet
zaktadajac, ze w konturze czarno-bialym wartoscia piksela biatego jest zero, a piksela
czarnego- jeden, to w metodzie JPEG dzielgc obraz na bloki 8 x 8 kazdy blok zawiera
maksymalnie 8 niezerowych pikseli, czyli danych jest 11 blokéw niezerowych dla
przyktadowej litery ,W”. Nastepnie dla kazdego bloku nalezy wykona¢ DCT, co daje
w przyblizeniu 11 X 63 x 8 x5 operacji mnozenia, dzielenia i obliczenia cosinusa (razem
27720). W przypadku dekompresji wykonana jest odwrotna DCT i aby odtworzy¢
wszystkie piksele w niezerowych blokach nalezy wykonaé¢ 11 x 64 x 63 x 6 operacji
mnozenia, dzielenia i obliczenia cosinusa (266112). Przy obiekcie o wymiarach 160 x
160 ostatnia liczba bedzie podwojona. Jest to zdecydowanie wiecej niz w MHR
(2424).

W przypadku, gdy krawedz obiektu (obrazu) stanowi kontur, kazda czes¢ konturu
nalezy opisaé zbiorem pikseli weztowych i odtworzyé za pomoca MHR. Przyktad
obiektu z konturem:

Rysunek 6.4. Litera jako kontur

W przypadku konturu moze istnie¢ konieczno$é podwojenia ilosci weztéw, ale
dwukrotne zwiekszenie liczby wykonywanych operacji mnozenia lub dzielenia nie
wptynie na fakt, iz MHR ma zdecydowanie mniejsza zlozonos¢ obliczeniowa niz
metoda JPEG.
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Porownanie ztozono$ci obliczeniowej 5% dekompresji litery z Rys. 6.1:
metoda JPEG 532224 dziatan przy IDCT,
metoda MHR — 2424 dziatan.

JPEG 5% kompresji
532224 dziatan przy IDCT

HFE £% kampresii
2424 dziatan
przy dekompresii

Rysunek 6.5. Poréwnanie zdekompresowanej litery i ztozonosci obliczeniowej metod
JPEG oraz MHR

W metodzie JPEG zauwazalne sg uszkodzenia i rozmazanie tekstu, jednakze
widaé¢ takze ceche naszego oka, a mianowicie pewne uproszczenia, ktére pozwalaja
odczytacé, co jest napisane. Przy tej samej kompresji (5% - rozmiar pliku ulegt
zmniejszeniu o 95%) MHR jest kompresja bezstratna danej litery i posiada zdecy-
dowanie mniejsza ztozonosé obliczeniowa. MHR nie powoduje rozmazania litery jak
JPEG, odtworzone sa tylko punkty nalezace do obiektu, brak znieksztalceri i efektu
blokowego.

Oprécz metody JPEG kompresje stratng wykonuje sie metoda JPEG2000 i metoda
fraktalng, [88]. Metoda JPEG2000 pozwala na wysoki stopieri kompresji przy nieztej
jakosci obrazu (lepszej niz JPEG), jednak cechuje sie wysoka ztozonoscia obliczeniowa
i obraz nie zawsze jest odtworzony doktadnie. W medycynie czy przemysle nie mozna
sobie pozwoli¢ na niepewnog¢ obrazu. Metoda JPEG2000 zwana jest takze kompresja
falkowa, poniewaz oparta jest na przeksztalceniu danych za pomoca transformaty
falkowej. Falki (np. falki Haara) sa funkcjami stosowanymi do aproksymacji prze-
biegu funkcji, [123]. Btad aproksymacji danych powoduje znieksztalcenie obrazu po
dekompresji.

W kompresji fraktalnej wyszukuje sie w obrazie najbardziej podobne do siebie
fragmenty i opisuje sie te podobieristwa. Podobienstwa elementéw obrazu sy wytapy-
wane z doktadnoscia do prostych przeksztalcen: zmiana jasnosci czy przeksztaltcenia
geometryczne (symetrig, obroty). Podobienstwa fragmentéow powoduja, ze mozna
kilka fragmentéw kompresowaé jako jeden. Obecnie rzadko spotyka sie kompresje



110 ROZDZIAEL 6. POROWNANIE METODY MHR Z INNYMI ...

fraktalna ze wrzgledu na bardzo duza ztozonosé¢ obliczeniowa przy braku wiernego
zrekonstruowania oryginalnego obrazu.

Podsumowujac: metody stratnej kompresji moga by¢ stosowane tam, gdzie po-
mimo znieksztalcenia obrazu umyst cztowieka jest w stanie odtworzy¢ pierwotny

wyglad.

6.2 Metody bezstratne

W wielu dziedzinach zycia obraz po dekompresji musi by¢ doktadnie taki jak ory-
ginal [111]. Oznacza to koniecznos$¢ uzycia metod kompresji bezstratnej pomimo,
iz czesto sa wolniejsze lub pozwalaja na mniejszy stopient kompresji w pordéwnaniu
z metodami kompresji stratnej. Najbardziej popularne sa nastepujace metody bez-
stratnej kompresji obrazu: RLE, LZW, PNG, CALIC, LOCO-1/JPEG-LS |83, 88].

Por6éwnanie dzialania metody RLE i MHR.

Metoda RLE (Run-Length Encoding  kodowanie dtugosci serii) ma zastosowanie
w kompresji obrazéw kolorowych, w ktérych wystepuja fragmenty o takim samym
kolorze pikseli. W sytuacji, gdy kompresowany obraz sktada sie z czarno-biatych kon-
turéw znajdujacych sie blisko siebie (Rys. 5.1) i dluzsze fragmenty w jednym kolorze
nie wystepuja, metoda RLE cechuje sie bardzo stabym stopniem kompresji.

Zalozenie: nalezy skompresowaé nastepujacy obraz czarno-biaty metoda RLE.

Rysunek 6.6. Przyktad obrazu czarno-biatego

W przypadku, gdy miedzy kazdym okregiem czy elipsa na Rys.6.6 wystepuje
jeden piksel odstepu, metoda RLE nie znajdzie serii ani biatych pikseli, ani czarnych
pikseli. Kompresja metoda RLE jest wiec ograniczona do stabego rzedu kompres;ji.
Natomiast dzieki MHR kazdy okrag (elipse) mozna odtworzy¢ na podstawie potokregu
(potelipsy) i znajomosci punktu $rodkowego: poétokrag (potelipse) mozna zapisac
(skompresowac) za pomoca pieciu weztow (przy uzyciu operatora OHR wymiaru
N = 2), dziewieciu weztow (jezeli dekompresja nastapi z wykorzystaniem opera-
tora OHR wymiaru N = 4) albo siedemnastu weztéw (dla operatora OHR wymiaru
N =38).

Poréwnano teraz stopien kompresji obrazu typu jak na Rys.6.7 metoda RLE
i MHR:
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Rysunek 6.7. Przyktad obrazu czarno-biatego poddanego kompresji RLE i MHR

Zalozenie: obraz typu jak na Rys. 6.7 sktada sie z pieciu réwnolegtobokéw. Obraz
opisuja jedynki (piksel czarny) i zera (kolor bialy):
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Tablica 6.2. Obraz binarny zapisany za pomoca 01 1

Caty obraz z Tab. 6.2 sktada sie z 212 = 441 znakéw. W metodzie RLE cigg iden-
tycznych znakéw jest zapisany poprzez podanie ilosci wystepowania danego znaku,
np. 000000 jako *60. Tak wiec zapis *nA oznacza n-krotne wystapienie znaku A
(* jest separatorem pozwalajacym odrozni¢ znak kodowany od niekodowanego). Dla
n = 1,2,3 nie trzeba kodowa¢ *1A4, *2A, *3A, lecz nalezy zapisa¢ odpowiednio A,
AA, AAA. Metoda RLE powoduje kompresje, jezeli znak wystepuje po kolei co naj-
mniej cztery razy [117] i wowczas jest zapisany z uzyciem trzech znakow *nA. W ten
sposéb obraz z Tab. 6.2 jest skompresowany metoda RLE do 329 znakéw. Oznacza to
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bardzo staby rzad kompresji (75%), liczba danych zmniejszona zostata tylko o 25%.
Do dekompresji danego obrazu metoda RLE nalezy wykonaé 224 operacje.

Natomiast korzystajac z MHR kazdy réwnolegtobok mozna zapisaé¢ za pomoca
o$miu punktéw, co razem daje 40 pikseli. Stopien bezstratnej kompresji MHR wynosi
9% (ilos¢ pikseli zmniejszono 0 91%) i jest nieporéwnanie lepszy niz w metodzie RLE.
W celu dekompresji MHR obrazu (Tab.6.2) zapamietanego za pomoca 40 weztow
nalezy wykonaé 268 operacji mnozenia lub dzielenia (postugujac sie operatorami
OHR wymiaru N = 2). Jest to mala zlozonos¢ obliczeniowa biorgc pod uwage fakt,
iz metoda MHR zapewnia w tym przyktadzie ponad 8 razy lepszy stopien kompresji
niz metoda RLE (stopieri kompresji 75% w RLE i 9% w MHR).

Por6éwnanie najlepszego rzedu kompresji metod RLE i MHR oraz ztozonosci
obliczeniowej bezstratnej dekompresji przyktadowego obrazu przedstawia sie nastepu-

jaco:

metoda FLE metoda HE
T5% kompresii 9% kompresii
‘\\I . . .
224 deistad przy 5 268 d=alan prey
delomnpresji dekomapresji
FLE 75%
MHR 9%

Rysunek 6.8. Poréwnanie rzedu kompresji i ztozonosci obliczeniowej metody RLE
i MHR

Whniosek: MHR pozwala w przypadku obrazéw czarno-bialych na zdecydowanie
lepszy rzad kompresji niz metoda RLE przy poréwnywalnej ztozonosci obliczeniowe;j.

Poréwnanie dzialania metody LZW i MHR.

Metoda LZW (od nazwisk Lempel, Ziv, Welch) [112, 117] nadaje sie do kompresji
obrazow kolorowych, natomiast bardzo stabe wyniki daje w przypadku dekompresji
obrazow czarno-biatych i w odcieniach szarodci. Metoda LZW oparta jest na zasadzie
zapamietania ciggu kolejnych symboli i szukania powtérki danego ciagu.

Zalozenie: nalezy skompresowac obraz 7z Rys. 6.6 metoda LZW. Jezeli rzad kom-
presji ma wynosi¢ 5%, to oznacza, iz 20 kolejnych zer (piksel bialy) lub jedynek
(kolor czarny) nalezy zapisaé¢ jako pojedynczy symbol. Ilog¢ takich symboli (wszys-
tkie mozliwosci) wynosi 22 i jest to nie jeden symbol, lecz np. pie¢ symboli w sys-
temie szesnastkowym (220 = 24%). Czyli kompresja wynosi nie 5%, lecz 25%. Oprocz
tego aby stwierdzi¢, pod jakim symbolem musi by¢ zapisana kolejna dwudziestka 0
lub 1, nalezy wykona¢ 220 poréwnarni, co jest liczby o wiele wiekszg niz ztozonosé
obliczeniowa MHR rzedu 2! przy kompresji 5% (Rys.6.5), gdy liczba danych po
kompresji zostala zmniejszona o 95%.

Por6éwnanie dzialania metody PNG i MHR.

Metoda PNG (Portable Network Graphics) wykorzystuje zasade predykcji (prze-
widywania): na podstawie pikseli, ktore wystapity do tej pory, wykonywana jest
predykcja koloru kolejnego piksela. Potem kodowana jest réznica miedzy wartoscia
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przewidywang a rzeczywista. W przypadku krawedzi czarno-biatego obrazu trudno
na podstawie poprzednich punktéw wnioskowaé, czy kolejny piksel bedzie bialy czy
czarny.

Zalozenie: nalezy skompresowaé¢ obraz z Rys. 6.6 metoda PNG. W przypadku,
gdy miedzy kazdym okregiem czy elipsa na Rys.6.6 wystepuje raz zero albo jeden
piksel odstepu, innym razem dwa lub kilka pikseli odstepu, metoda PNG nie potrafi
przewidzie¢ koloru kolejnego piksela. Metoda PNG nie da odpowiedzi, czy nastepny
piksel jest czarny, czy tez bialy. Kompresja metoda PNG jest wiec niemozliwa. Na-
tomiast dzieki MHR kazdy okrag (elipse) mozna odtworzy¢ na podstawie potokregu
(potelipsy) i znajomosci punktu $rodkowego: poétokrag (potelipse) mozna zapisaé
(skompresowac) za pomoca pieciu weztow (przy uzyciu operatora OHR wymiaru
N = 2), dziewieciu weztow (jezeli dekompresja nastapi z wykorzystaniem opera-
tora OHR wymiaru N = 4) albo siedemnastu weztow (dla operatora OHR wymiaru
N =28).

Poréwnanie dzialania metody CALIC i MHR.

Metoda CALIC (Context Adaptive Lossless Image Compression) opiera sie, podob-
nie jak PNG, na jak najlepszej predykcji danego piksela na podstawie poprzednich
zakodowanych pikseli. Dodatkowo w metodzie CALIC wykonywana jest kontrola
sasiedztwa piksela oraz detekcja krawedzi i dzieki temu lepiej mozna przewidzie¢
kolor kolejnego piksela. W zwiazku z tym metoda ta cechuje sie duza ztozonoscia

obliczeniowsa i skomplikowanym algorytmem.

Zalozenie: nalezy skompresowaé obraz z Rys. 6.6 metodg CALIC. W przypadku,
gdy miedzy kazdym okregiem czy elipsa na Rys.6.6 wystepuje raz zero albo je-
den piksel odstepu, innym razem dwa lub kilka pikseli odstepu, metoda CALIC
nie potrafi przewidzie¢ koloru kolejnego piksela (pomimo sprawdzenia sasiedztwa
danego piksela). Kompresja metoda CALIC jest niemozliwa. Dodatkowo przy
duzej ilosci krawedzi w obrazie ztozonosé obliczeniowa metody CALIC zwigksza sie,
poniewaz wykonywana jest detekcja kazdej krawedzi. Natomiast dzieki MHR kazdy
okrag (elipse) mozna odtworzy¢ na podstawie potokregu (poételipsy) i znajomosci
punktu srodkowego: potokrag (potelipse) mozna zapisaé (skompresowac) za pomoca
pieciu weztow (przy uzyciu operatora OHR wymiaru N = 2), dziewieciu wezlow
(jezeli dekompresja nastapi z wykorzystaniem operatora OHR wymiaru N = 4) albo
siedemnastu weztow (dla operatora OHR wymiaru N = 8).

Poréwnanie dzialania metody LOCO-I/JPEG-LS i MHR.

Metoda LOCO-I/JPEG-LS jest standardem opracowanym na podstawie CALIC:
zmniejszono ztozonosé obliczeniowa i uproszczono algorytm, lecz nadal daje lepsze
efekty dla obrazow kolorowych niz monochromatycznych, [83].

Zalozenie: nalezy skompresowaé¢ obraz z Rys. 6.6 metoda LOCO-1/JPEG-LS. W
przypadku, gdy miedzy kazdym okregiem czy elipsa na Rys. 6.6 wystepuje raz zero
albo jeden piksel odstepu, innym razem dwa lub kilka pikseli odstepu, metoda LOCO-
I/JPEG-LS nie potrafi przewidzie¢ koloru kolejnego piksela (pomimo sprawdzenia
sasiedztwa danego piksela). Kompresja metoda LOCO-I/JPEG-LS jest niemozliwa.
Dodatkowo przy duzej ilosci krawedzi w obrazie ztozono$¢ obliczeniowa metody
LOCO-1/JPEG-LS zwieksza sie, poniewaz wykonywana jest detekcja kazdej krawedzi.
Natomiast dzieki MHR kazdy okrag (elipse) mozna odtworzy¢ na podstawie potokregu
(potelipsy) i znajomosci punktu $rodkowego: polokrag (potelipse) mozna zapisac
(skompresowac) za pomoca pieciu weztow (przy uzyciu operatora OHR wymiaru
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N = 2), dziewieciu weztow (jezeli dekompresja nastapi z wykorzystaniem opera-
tora OHR wymiaru N = 4) albo siedemnastu weztéw (dla operatora OHR wymiaru
N =38).

Inne metody kompresji.

Dodatkowo nalezy wspomnie¢ o nastepujacych metodach kompresji danych, [114]:

Metoda BZIP2 wykorzystywana jest w systemach Unix i z tego wzgledu posiada
ograniczone zastosowanie.

Metoda LZ77 (Lempel, Ziv 1977) to metoda bezstratnej kompresji stownikowe;
i moze by¢ wykorzystana tylko do danych tekstowych.

Metoda LZ78 (Lempel, Ziv 1978) jest modyfikacja metody LZ77 i stuzy tylko do
kompresji danych tekstowych.

Metoda LZSS (Lempel, Ziv, Storer, Szymanski 1982) jest ulepszonym wariantem
metody LZ77 i moze by¢ stosowana do bezstratnej kompresji stownikowe;j.

Metoda LZMA (Lempel, Ziv- Markov chain-Algorithm) jest zmodyfikowana wer-
sja metody LZ77 i stuzy do bezstratnej kompresji danych tekstowych.

Brak jest metody bezstratnej kompresji przeznaczonej specjalnie dla obrazu czarno-
biatego. Taka metoda jest MHR pozwalajaca doktadnie zrekonstruowaé kontur
czarno-biatego obiektu przy wysokim stopniu kompresji i zastosowaniu prostego al-
gorytmu dekompresji rzedu O(N?). Wykorzystywane w praktyce metody bezstratnej
kompresji obrazu kolorowego maja gorsze parametry (stopieri kompresji, ztozonosc
obliczeniowa) od MHR w przypadku dekompresji obrazu monochromatycznego.




Rozdzial 7

Zakonczenie

7.1 Wyniki badan

Operator Hurwitza-Radona (OHR) moze zosta¢ wykorzystany w rekonstrukeji kon-
turu obrazu monochromatycznego [45, 46]. Podstawa bezstratnej dekompresji z zas-
tosowaniem dyskretnego, ortogonalnego, macierzowego, liniowego operatora OHR
jest zapis konturu za pomoca skonczonego zbioru punktéw charakterystycznych,
zwanych weztami, (z;,1;) € R? w przypadku obrazu plaskiego lub weztow (x4, y;, 2;) €
R3 dla obrazu przestrzennego. Wezly kompresji dobierane sg w minimum i mak-
simum lokalnym jednej ze wspoétrzednych oraz w punktach lezacych pomiedzy ek-
stremami lokalnymi (co najmniej jeden punkt). Dodatkowo wezly musza cechowaé
sie stalym krokiem wspotrzednej x; (nalezy wowczas znalez¢ operator M) lub statym
krokiem wspolrzednej y; (wtedy stosuje sie operator odwrotny do M: M~1). Na
podstawie operatoréw zbudowanych dla odpowiednich weztéw konstruuje sie opera-
tor usredniony, ktory stuzy do obliczenia brakujacych wspotrzednych odtwarzanych
punktow Operator usredniony jest kombinacja liniows (wypukta) danych operatorow
OHR (2.8), (4.1), (4.2), (4.5). Wspo6lczynniki kombinacji liniowej zaleza od potoze-
nia odtwarzanego punktu pomiedzy wezlami (Rys.2.3, 4.1, 4.2, 4.5). Metoda kom-
presji zostala nazwana przez autora niniejszej pracy metoda HR (MHR). Ztozonosc
obliczeniowa dekompresji za pomoca MHR jest rzedu O(N?) przy rekonstrukcji
obrazu zlozonego z N? pikseli (Tw.2.1, 2.2). Stopien kompresji zalezy od stosunku
liczby weztow do liczby wszystkich punktow obrazu. MHR umozliwia wysoki (do
kilku procent, np. 1-5%) rzad kompresji, co oznacza zmniejszenie liczby danych punk-
tow o ponad 90%. Dokladnosé metody oszacowano w klasie funkcji schodkowych oraz
wielomianéw stopnia pierwszego, drugiego i trzeciego (rozdziat 2.2.3). MHR mozna
zaliczy¢ do metod kompresji polegajacych na zbudowaniu modelu matematycznego
kompresowanego obiektu, gdyz macierzowe operatory OHR opisujg kontur w danym
przedziale weztow.

Opisano sposéb konstruowania operatora OHR i operatora odwrotnego oraz ich
wlasnogdci, takie jak: dokladne odtworzenie za pomoca operatora OHR wspoétrzed-
nych w weztach, sposéb tworzenia operatora OHR o mniejszej ztozonosci obliczeniowe;.
Zastosowano operator OHR w metodzie MHR i pokazano cechy MHR, takie jak:
minimalna liczba weztéw dla MHR, ztozonos¢ obliczeniowa oraz doktadnosé MHR.

Poréwnanie MHR z metoda bezstratnej kompresji RLE (Rys. 6.8) i metoda strat-
nej kompresji JPEG (Rys. 6.5) na wybranym przyktadzie wykazuje wyzszos¢ MHR
pod wzgledem ztozonosci obliczeniowej lub rzedu kompresji. Obecnie istniejace
metody przyblizania konturu za pomoca wielomianéw lub krzywych wyzszego rzedu
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(krzywe Béziera, Hermita i krzywe B-sklejane) czy inne metody (oparte na teorii
graféw, korzystajace z Dyskretnej Transformaty Cosinusowej, tworzgce szkielet obie-
ktu) sa aproksymacja stratng, natomiast MHR zapewnia rekonstrukcje ksztaltu
obiektu z duza doktadno$cig. Poréwnano doktadnosé rekonstrukeji i ztozonosé obli-
czeniowg metody Béziera z metodg MHR dla przyktadowej krzywej: metoda MHR
cechuje sie lepszymi parametrami.

Metoda Béziera i krzywe B-sklejane:

1. kontur nie zawsze jest odtwarzany doktadnie (krzywa Béziera i krzywe B-
sklejane sa klasy C2, czyli znieksztalcenia wystapia np. w sasiedztwie punktow
konturu, gdzie brak wyzszej pochodnej);

2. zwiekszenie liczby punktéw kontrolnych nie zawsze prowadzi do lepszej aproksy-
macji konturu (mozliwe sg duze znieksztalcenia konturu przy matej zmianie
punktéw kontrolnych);

3. niewielkie przesuniecie jednego punktu kontrolnego moze istotnie zmienié¢ caty
krzywa (niestabilno$¢ metody).

Dla metody MHR jej doktadnosé rekonstrukcji dowolnej krzywej uzalezniona jest od
sposobu wyboru weztéw i liczby weztow.

Zastosowanie MHR w tomografii komputerowej zwigzane jest z faktem, iz naj-
czedciej uzywana w TK metoda rekonstrukcji obrazu tomograficznego, a mianowicie
wsteczna projekcia z filtrowaniem, posiada ztozonosé obliczeniows rzedu O(N?logy N).
MHR 7zapewnia interpolacje odtwarzanych punktéw obrazu tomograficznego 7 duza
doktadnoécia przy nizszej ztozonosci obliczeniowej i dobrym stopniu kompresji. Pon-
adto nie istnieje w TK metoda analityczna (oparta na modelu matematycznym rekon-
struowanego obiektu), ktora korzystajac z bazy ortogonalnej pozwoli na doktadng
interpolacje punktow. MHR posiada wszystkie te cechy. Dodatkowo przeksztaltcenia
geometryczne (przesuniecie, skalowanie oddzielnie kazdej wspotrzednej, obrot o kat
k- m/2) wymagaja jedynie przeksztalcenia weztéw i odtworzenia obrazu za pomocy
MHR z niezmieniong ztozonogcia obliczeniowa.

Ztozonosé obliczeniowa rekonstrukeji
konturu ztozonego z N pikseli

Wymiar OHR | ilo§¢ dziatan
2x2 4N-+m
4 x4 6N+m
8 x 8 10N+m

Tablica 7.1. Poréwnanie ztozonosci obliczeniowej dekompresji MHR z uzyciem réoz-
nych operatorow OHR (liczba m zalezy od ilogci weztow i jest stata dla danej liczby
weztow)
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Poréwnanie ztozonosci obliczeniowe]
dekompresji przy kompresji 5%
JPEG | 532224 | dzialan
MHR 2424 | dziatan

Tablica 7.2. Poréwnanie ztozonosci obliczeniowej dekompresji metod JPEG i MHR
dla przyktadowego konturu

Poréwnanie ztozonosci obliczeniowe]
dekompresji oraz stopnia kompresji

RLE | 75% | 224 dziatan
MHR | 9% | 268 dziatan

Tablica 7.3. Poréwnanie stopnia kompresji i zlozonosci obliczeniowej bezstratnej
dekompresji metod RLE i MHR dla przyktadowego obrazu binarnego

Dokonano analizy mozliwoéci technicznych zastosowan MHR w zagadnieniu Rapid
Prototyping, szczegolnie w metodzie LOM (Laminated Object Manufacturing). MHR
moze znaleZé rowniez zastosowanie w klasycznej interpolacji funkcji. Interpolacja
Lagrange’a czy Newtona posiada wady, jezeli interpolowana funkcja nie jest réznicz-
kowalna w jakim§ punkcie lub r6zni sie¢ znacznie ksztaltem od wielomianu w danym
przedziale weztéw: wowczas wielomian interpolacyjny nie jest w stanie przyblizy¢
funkcji z zadowalajaca doktadnoscia. MHR przy podobnej ztozonosci obliczeniowej
nie posiada tej wady.

W przypadku obrazu tréjwymiarowego zmodyfikowana MHR cechuje sie niezmie-
nionymi parametrami: ztozonogcig obliczeniows rzedu O(N?), odpowiednio wysokim
stopniem kompresji (do kilku procent) i wysoka doktadnoscia odtwarzanych danych
(rzedu 1072, 1073).

7.2 Kierunki dalszych badan

Dalsze badania przewidywane przez autora beda dotyczy¢ zastosowania MHR w kom-
presji i rekonstrukcji obrazu kolorowego oraz wykorzystania MHR w innych dziedzi-
nach nauki [49]. Dokonane zostana modyfikacje MHR w zaleznosci od posiadanych
punktéw charakterystycznych, np. w sytuacji, gdy wezty nie posiadaja statego kroku
jednej ze wspotrzednych lub w przypadku przestrzeni o dowolnym wymiarze. Do
budowy operatora mozna wykorzysta¢ nie tylko kombinacje liniowe macierzy HR
o elementach catkowitych {-1;0;1}, lecz takze macierzy HR o elementach rzeczy-
wistych: dzieki temu istnieje mozliwo$¢ wyboru najlepszej bazy sposréd wielu baz
ortogonalnych w danej sytuacji.

Kompresja i dekompresja z uzyciem MHR znajduje zastosowanie nie tylko w przy-
padku obrazu komputerowego [33, 67, 69, 104], lecz takze moze dotyczy¢ innego
typu danych, np. dzwieku. Przetwarzanie i rekonstrukcja obrazu sa zagadnieni-
ami istotnymi w wielu galeziach nauki [58, 66, 68, 91, 103| i macierze HR moga
zosta¢ uzyte do rozpoznawania i zapisu obrazu, [121|. Nalezy takze zastanowic sie
nad mozliwosciami wykorzystania innych dyskretnych operator6w macierzowych (nie
tylko ortogonalnych) w omawianych zagadnieniach i budowaniu na ich podstawie mo-
deli matematycznych badanych obiektow (np. obrazu komputerowego czy dzwieku)
oraz wykorzystaniu operatoréow macierzowych w efektywnych obliczeniowo metodach
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transformacji danych.

Rodzina macierzy HR znajduje zastosowanie w elektronice, np. w zagadnieniu
projektowania procesorow sygnatowych (Signal Processing) [19, 94, 97, 118, 123] i
blokowym kodowaniu przestrzenno-czasowym (STBC  Space-Time Block Coding)
[50, 78] oraz jako macierze wag w sztucznych sieciach neuronowych typu hamiltono-
wskiego (HNN — Hamiltonian Neural Networks), |38, 56, 94, 95]. Rowniez tematyka
QSP (Quantum Signal Processing  kwantowe przetwarzanie sygnatu), w ktorej do-
puszczalne sg bazy nieortogonalne [30, 31|, moze korzysta¢ z macierzy HR o wymia-
rach innych niz 24,8, [40, 43, 92, 93].

Podsumowujac: dalsze badania beda polegaly z jednej strony na szukaniu dal-
szych zastosowan rodziny macierzy Hurwitza-Radona, operatora OHR i metody
MHR, z drugiej zas strony na analizie mozliwosci wykorzystania innych dyskretnych
operatoréw macierzowych w istotnych problemach naukowych i technicznych.



Dodatek A

Wlasnosci macierzy
Hurwitza-Radona

A.1 Rys historyczny

Algebraiczny problem znalezienia zbioru ortogonalnych (to znaczy iloczyn skalarny
kazdej pary kolumn i wierszy wynosi zero), skogno-symetrycznych (A7 = —A;)
macierzy A; dla ¢ = 1,2...n o nastepujacych wtasnosciach:

AjAp+ ARA; = 0,A5 = —1 dlaj#kjk=12...n (A1)

zostal w latach 20-tych XX wieku rozwigzany niezaleznie przez Adolfa Hurwitza
(1859-1919) i Johanna Radona (1887-1956). Ich niezalezne publikacje na ten temat
ukazaly sie w roku 1923 [37],[84]. Macierze takie nosza nazwe macierzy Hurwitza-
Radona (HR).

Definicja A.1. Macierze A;, i = 1,2...n spetniajgce (A.1) nazywane sq rodzing
macierzy Hurwitza-Radona.

Hurwitz i Radon okredlili maksymalng ilos¢ takich macierzy w jednej rodzinie dla
danego wymiaru macierzy IN. Wielkosé ta liczona jest nastepujaco:

Niech N = 2%.b, gdzie b jest liczba nieparzysta oraz a = 4c+d; 0 < d < 4; ¢ > 0.
Dowolna rodzina (A.1) macierzy HR o wymiarach N X N zawiera $;,q, macierzy,
gdzie:

Smaz = 8¢+ 24 — 1. (A.2)

Definicja A.2. Niech N = 2%-b, gdzie b jest liczbg nieparzystq oraz a = 4c+d; 0 <
d < 4; ¢>0. Liczba p(N) = 8c + 2% nosi nazwe liczby Radona.

Rownosé (A.2) mozna zapisa¢ jako Spmag = p(IN) — 1. Liczba Radona |29] spelnia
nierownosé¢ p(N) < N.

Uwaga:

Liczba Radona p(IN) = N jedynie dla N =1,2,4,8.

Dla dowolnego N maksymalna wielko$¢ $y,4, rodziny Hurwitza-Radona istnieje
dla macierzy o elementach catkowitych {—1,0,1} oraz dla macierzy o elementach

rzeczywistych z przedzialu [—1; 1]. Rodzina macierzy HR istnieje tylko dla N = 4k,
gdzie k € NT.

119
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A.1.1 Formy kwadratowe

Zdefiniowanie rodziny macierzy HR miato zwiazek z badaniem form kwadratowych
[28],[64]. Z tym tez laczy sie nastepujacy problem dla N = 2:
Dane jest rownanie:

(g +27) - (45 + %) = (25 + 21)-

Znalezé jego rozwigzania.
Okazuje sie, ze wowczas:

20 = ToYo — T1Y1,
zZ1 = Zoy1 + T1Yo-

Rezultat ten jest mozliwy do uzyskania po wymnozeniu dwoch macierzy skosno-

[1130 $1}.{y0 yl] :[Zo 21}
—r1 To| |~Y1 Yo —z1 20

Macierz HR takze jest tej postaci:

A:[_Ol (ﬂ

Macierz A2 = —I, co jest analogicznym wynikiem jak dla jednostki urojonej

symetrycznych:

w przypadku liczb zespolonych: i? = —1.
W roku 1748 Euler rozwazyt przypadek N=4:

2422+ 22+22) R+ P2+ +d) =2+ 212 4+ 22 + 22, (A.3)
Wtedy:

20 = ZoYo — T1Y1 — T2Y2 — XL3Y3,
Z1 = ZoY1 + T1Yo + T2Y3 — T3Y2,
Z3 = XoY2 — T1Y3 + T2Yo + T3Y1,
Z3 = ToY3 + T1Y2 — T2Y1 + T3Yo.

(A4)

Wartodci zo, 21, 22, 23 w (A.4) mozna otrzymac za pomoca macierzy skosno-syme-

trycznych:
Zo r1 x2 z3 Yo U1 Y2 Y3 20 21 22 Z3
—rir Xo —X3 L2 | |[~Y1 Yo Y3 Y2 | _ |—R& 0 T2 22
—T2 T3 To —X1 —Y2 Y3 Yo —W —Z2 23 20 —Z1
—r3 —T2 I1 xo Y3 Y2 U1 Yo —Z3 —Z22 z 20

(A.5)
Trzy macierze HR o elementach rzeczywistych dla N = 4 otrzymuje sie przy
nastepujacych warunkach:

xozyozov
ol taytay =yl +ys s =1,
T1Y1 + x2y2 + x3y3 = 0.
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Na przyktad rodzina macierzy HR o elementach catkowitych wymiaru N = 4

przedstawia sie nastepujaco:

0 1.0 O 0 0 10 0 0 0 1
-1 0 0 O 0 0 01 0 0 -1 0
A= 0 0 0 -1}~ B= -1 0 0 0f” ¢= 0 1 0 0
0 01 O 0 -1 00 -1 0 0 O

W 1843 Hamilton odkryt algebre kwaternionéw (liczby w przestrzeni R*). Mnoze-
nie bazowych jednostek urojonych 4,7,k w przypadku kwaternionéw przedstawia

tabela A.1:

Tablica A.1. Mnozenie bazowych jednostek urojonych 4, j, k w przypadku kwater-

nionéw

T ]3] &
i -1 k| j
il k| =1 =i
k| —j | @ | -1

Tak samo zachowuja sie podczas mnozenia trzy macierze HR o wymiarach 4 x 4

[41]:

Tablica A.2. Mnozenie trzech macierzy HR wymiaru 4 x 4
A B C
A -1 | -C | B

B C -1 | -A
C -B | A -1

W roku 1848 Graves i Cayley opisali algebre oktonionéw (zwanych tez liczbami
Cayley’a—liczby w przestrzeni R®). Mnozenie bazowych jednostek urojonych: e, ea,

es, ..., e7 przebiega nastepujaco [114]:

Tablica A.3. Mnozenie bazowych jednostek urojonych w przypadku oktonionow

e (D) es €4 €5 €6 er
el -1 €4 er —e2 €6 —€5 —es3
e2 | —eq —1 es el —e€3 er —€6
es | —er | —es —1 €6 €2 —eq €1
€4 €2 —e1 | —es —1 er es —es
es | —eg €3 —es | —er —1 el es
€6 es —er e4 —e3 | —e1 -1 €2
er €3 €6 —e1 €5 —€4 —€2 -1

Omowione dziatania dla N = 4 moga by¢ analogicznie przeniesione na wymiar
N = 8. Rownanie (A.2) przyjmuje postaé:

(;ﬁ) : <Z§;y3) = i:zf. (A5)

1=0
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Rozwiazanie zg, 21, ..., 27 zostanie znalezione znéw dzigki ortogonalnym macierzom
sko$no-symetrycznym postaci:

0 ay as as ay as ag ar

—a; O as —a2 as —a4 —a7 ag

—a2 —as 0 aq Qg a7 —a4 —as

A= —a3 ay —aq 0 ay —ag as —a4
) —a4 —as —ag —a7y 0 ay as as
—as a4 —ar ag —a 0 —as as

—ag a7 as —as —as as 0 —a

|—a7 —ag a5 a4 —az —az a 0 ]

i pomnozeniu takich macierzy: X - Y = Z jak (A.5). Wowczas:

20 = ZoYo — T1Y1 — T2Y2 — T3Y3 — T4Y4 — Ts5Ys5 — TelYe — L7Y7
21 = XoY1 +T1Yo — T2Y3 + T3Y2 — T4Y5 + T5Y4 + TeY7 — T7Y6
Z2 = ToY2 + T1Y3 + TaYo — T3Y1 — T4Ye — T5Y7 + TeYa + T7Ys5
Z3 = ToY3 — T1Y2 + T2Y1 + T3Yo — TaY7 + Ts5Ye — TelYs + T7Y4
Z4 = ToYs +T1Y5 + T2Ye + T3Y7 + T4Yo — T5Y1 — TeY2 — TTY3
Z5 = XoYs — T1Y4 + T2Y7 — T3Ye + T4Y1 + T5Yo + TeY3 — T7Y2
26 = ToYe — T1Y7 — T2Y4 + T3Y5 + TaY2 — T5Y3 + TeYo + T7Y1
Z7 = ToY7 + T1Ye — T2Ys — T3Y4 + TaY3 + T5Y2 — TeY1 + T7Yo

Macierze HR o elementach rzeczywistych dla N = 8 otrzymano przy nastepujacych

warunkach:
o=y =0
! 2 ! 2
Yori= yi =1
i=1 i=1
7
> xi-y; =0
i=1
Uwaga:

Mnozenie siedmiu macierzy HR o wymiarach N = 8 nie przebiega tak, jak mnoze-
nie bazowych jednostek urojonych w przypadku oktonionéow (Tab.A.3): iloczyn
dwoch macierzy HR dla N = 8 nie nalezy do tej samej rodziny (A.1).

Przez nastepne pot wieku probowano rozszerzy¢ rownanie (A.1.1) dla N = 16.
Bez skutku. W roku 1898 Hurwitz udowodnit [36], Zze rozpatrywane réwnosci form
kwadratowych maja rozwiazanie dla maksymalnego wymiaru N = 8. Niedlugo
potem okazalo sie, ze ma to zwiazek z liczba Radona p(N), gdyz p(N) = N tylko dla
N =1,2,4,8. Hurwitz postuzyt sie aparatem algebry liniowej. Zdefiniowat formute
kompozycji o wymiarze [r, s, n] jako:

r—1 s—1 n—1
(X)) (£0)-£
i=0 i=0 i=0
Wtedy wtasnie pojawity sie réwnania macierzy Hurwitza:
AjAp+ ApAj =0; A5 = —1; ATV = AT = —A; dlaj#k; jk=1...n. (A7)

Hurwitz udowodnit, iz kompozycja [n,n,n] zachodzi tylko dla n = 1,2,4,8.
Wyniki Hurwitza zostaty opublikowane [37] w roku 1923 (juz po jego $mierci w 1919).
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Rownoczesnie macierzami spelhiajacymi (A.7) zajmowat sie Radon, ktorego wyniki
badan ukazaly sie takze w 1923 roku [84]. Pokazali oni, iz istnieje maksymalnie
p(n) — 1 macierzy o wlasnosciach (A.7) dla danego n € NT. Liczba Radona p(n)
moze by¢ wyliczona réwniez tak:

p(2™ - k) = p(2™) dla k nieparzystego;
p(n) =n dlan=1,2,4,8;
p(16n) = p(n) + 8 dlan > 0.

Wilasnoéé D.1

Niech Aq,..., A bedzie zbiorem ortogonalnych macierzy Hurwitza-Radona (A.1)
oraz Ag = I (macierz identycznosciowa). Niech ag,aq,...,as bedzie zbiorem liczb
rzeczywistych spelniajacych zaleznosé:

S
Z o =1 (warunek normalizacyjny).
=0

Stad nastepujaca macierz:
S
Ale) =) o4 (A.8)
1=0

jest ortogonalna [47].

Uzasadnienie: kombinacja liniowa sko$no-symetrycznych macierzy ortogonalnych
(A.8) jest macierza ortogonalna. Dodatkowo dzieki warunkowi normalizacyjnemu
S8 o a? =1 kazdy wiersz i kolumna macierzy A(«) posiada norme rowna jeden.

Uwagi: Rodzina macierzy HR razem z macierza identycznosciowa Iy moga
stuzy¢ jako baza w RN dla N = 1,2,4,8 poniewaz tylko wtedy liczba Radona
p(N) = N.

Kazda sko$no-symetryczng macierz danych o wymiarach N = 2,4,8 mozna za-
pisa¢ jako kombinacje liniowa macierzy HR i macierzy jednostkowe;j.

Liczbe Radona mozna znalezé réwniez tak: niech N = ¢-16% - 2% ¢ liczba
nieparzysta, 3 = 0,1,2,3. Wtedy p(N) = 8a + 2°.

Badanie form kwadratowych [23, 28, 64, 89, 90| przyczynito sie do zdefiniowania
rodziny macierzy HR oraz do okreglenia ich zwigzku z liczbami w przestrzeniach R?
(liczby zespolone), R* (kwaterniony) i R® (oktoniony).

A.1.2 Problem Hurwitza-Radona-Eckmanna

Problem rodziny macierzy HR ma zwiazek z matematycznym problemem Hurwitza-
Radona-Eckmanna (HRE). Klasyczny problem HRE po raz pierwszy pojawil sie
podczas poszukiwania maksymalnej liczby liniowo niezaleznych pél wektorowych na
sferze SN~1 c RY. Problem HRE moze by¢ sformutowany nastepujaco: znajdz
maksymalng ilo§¢ unitarnych, anty-symetrycznych operatoréw liniowych w przestrzeni
Hilberta R™ (n ma warto$¢ skoriczona), U; : R™ — R"™ spehiajacych warunki:

U =-1, UU;j=-UjU; dlaij. (A.9)

Operator unitarny (lub ortogonalny): U* = U~!, T jest operatorem jednostkowym.
Problem HRE pojawia sie w wielu réznych aspektach algebry i topologii. Okazuje
sie, ze rozwigzaniem problemu HRE, podobnie jak maksymalna wielko$¢ rodziny
macierzy HR, jest liczba p(n) — 1, gdzie p(n) jest liczba Radona [105]. Warto za-
uwazy¢, ze warunki (A.9) sa identyczne jak (A.1).
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A.2 Konstruowanie rodziny macierzy HR

Rodzina macierzy HR moze sktadac sie z macierzy o elementach catkowitych {—1,0,1}
lub rzeczywistych 7 przedziatu [—1;1]. Ilo$¢ macierzy w jednej rodzinie zalezy od
wymiaru macierzy (A.2).

A.2.1 Macierze HR o elementach calkowitych

Przyktady rodzin macierzy HR o elementach catkowitych {—1,0,1}:

a. N:4:p(N):4>Smax:3-

Trzy macierze rodziny HR maja postacé:

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
-1 00 0 0 0 0 1 0 0 —1 0
A=10 00 21]" B=11 0 00" 10 1 0 o0
0 01 0 0 -1 0 0 -1 0 0 0
b. N=8, p(N) =8, Smaz = T
Siedem macierzy rodziny HR danych jest nastepujaco:
0 1 0 0 0 00 07 0 01 0 0 0 0 0
10 0 0 0 00 O 0 00 -1 0 0 00
0 00 1 0 00 0 100 0 0O 0 00
L_|00-10 0000  fO 10O O 0 0 00
10 0 o0 o 0 10 0 210 00 0 0 0 10
0 0 0 0 -1 00 0 0 00 0 0 0 01
0 0 00 0 00 —1 0 00 0 -1 0 00
0 0 0 00 01 0] 0 00 0 0 -1 0 0]
0 0 01 0 0 0 O] 0 0001 0 0 0
0 0 10 0 0 0 O 0 0000 -1 0 0
0 -1 00 0 0 0 0 0 0000 0 —1 0
A -1 0 00 0 0 0 Of , 0 000O0 0O 0 -1
3710 0 00 0 0 0 1 110000 0 0 O
0 0 00 0 0 —1 0 0 1000 0 0 0
0O 0 00 0 1 0 0 0 0100 0 0 0
0 0 00 -1 0 0 O 0 0010 0 0 0]
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0 0 0 0 010 07 0O 0 0 00 0 1
0 0 0 0 100 0 0 0 0 00 0 O
0O 0 0 0 000 —1 0O 0 0 01 0 0
4|0 000 001 0 JO 0 0 0010
0 -1 0 0 000 0 0 0 -1 00 0 O
-1 0 0 0 000 0 0 0 0 10 0 O
0 0 0 -1 000 0 -1 0 0 00 0 0
0 0 1 0 000 O] (0 -1 0 00 0 0
00 0 0 00 0 1
00 0 0 00 —1 0
00 0 0 01 0 0
4 [0 0 0 0 10 0 0
00 0 —100 0 0
0 0 -1 0 00 0 0
01 0 0 00 0 0
-1 0 0 0 00 0 O

. N=12, p(N)=4.

7 zaleznosci (A.2) otrzymuje sie:
N=12=22.3skada =2 =4-0+2, wiecc =0, d = 2 oraz Spaz =
8-04+22—-1=3.
Rodzina HR dla wymiaru N = 12 zawiera trzy macierze o elementach catko-
witych, zbudowanych z macierzy A4;(4) o wymiarach 4 x 4 dla:=1,2,3:

Ai(4) 0 0
A(12)=| 0 A4 o0 |. (A.10)
0 0 Ai4)

Dla N > 12 nie bedacych postaci 2¢ mozliwe jest stosowanie metody analogi-
cznej do (A.10), np. dla N = 24: sy = 7,7 = 1,2,...7; siedem macierzy
zostanie skonstruowanych z macierzy A;(8) o wymiarach 8 x 8:
A;(8) 0 0
A;(24) = 0 Ai(8) 0
0 0 A8

-N:16>p(N):9:Smax:8-

Rodzina Hurwitza-Radona dla wymiaru N = 16 zawiera osiem macierzy o ele-
mentach catkowitych [101]. Struktura tych macierzy powstaje przez wykorzys-
tanie rodziny macierzy dla N = 8:

(

A; (8 0 .
A;(16) = ®) dlai=1,2...,7 oraz
—A4;(8)
(A.11)
0 I
Ag(16) = :
{ —Is 0
Gdzie:
A;(8) — macierze Hurwitza-Radona dla N = 8,
0 macierz zerowa,

I macierz jednostkowa.

OO O OO oo




126 DODATEK A. WEASNOSCI MACIERZY HURWITZA-RADONA

e. Sposob (A.11) mozna wykorzystac [101] dla N = 32, p(N) = 10, Spaz = 9.

aon [Ai(16) 0 o
A;(32) = [ 0 —Ai(lﬁ)} dlai=1,2...,8 oraz o
0 I -
Ag(32) = I 0|

f. Dla N > 32 i N postaci 2 mozliwe jest stosowanie metody analogicznej do
(A.11) i (A.12), lecz wowczas nie otrzyma sie maksymalnej rodziny HR.

Metoda uzyskania najliczniejszej rodziny HR [101]:

Jezeli N = 2-n -k i dla wymiaru n istnieje s macierzy, a dla wymiaru k dano
t macierzy, to dla N rodzina liczy s+t + 1 macierzy. Czyli np. 64 =2-4-8, n = 4,
s=3,k=81t=7,s+t+1=11. DlaN=128=2-8-8, 7+ 7+ 1 =15 (mozna
wykorzystaé¢ jedna rodzine siedmiu macierzy HR 8 X 8). Metoda budowy rodziny dla
N =2-n-k jest nastepujaca. Korzysta sie z pomocniczych macierzy 2 x 2 [13]:

N R )

Niech A;, 7 =1,2,...,s jest rodzing macierzy HR o wymiarze n, natomiast L;,
j = 1,2,...,t oznacza rodzine macierzy HR o wymiarze k; Iy, I,,, I,; to macierze
jednostkowe o wymiarach: k,n,n - k.

Woéwczas rodzine ztozong z s+t + 1 macierzy mozna zbudowaé¢ wg nastepujacego
sposobu:

{P®Ik®Ai dlat=1,2,... ,8}U{Q®Lj®[n dlaj=1,2,... ,t}U{R@[nk}, (A.13)

gdzie:

& iloczyn tensorowy macierzy, tzn. np. [g g] RA= [gﬁ gf}l]

Metoda (A.13) pozwala na zbudowanie maksymalnej rodziny macierzy HR wy-
miaru N.

A.2.2 Macierze HR o elementach rzeczywistych

Rodzina macierzy HR o elementach rzeczywistych moze zawiera¢ maksymalnie tyle
samo macierzy, ile rodzina macierzy o elementach catkowitych danego wymiaru.

Macierze HR dla N =4

Szukane sg trzy macierze HR:

0 = vy =z 0 a b ¢ 0 d e f
= 0 -z oy _|=a 0 —c b _|=d 0 —f e
A= -y z 0 —zl|’ B= b ¢ 0 =al’ ¢= —e f 0 —d

—z -y x 0 —c =b a O —f —e d O

Metoda znalezienia dowolnej rodziny jest nastepujaca:
W macierzy A ustalono liczby rzeczywiste x,y, z tak, aby z? + y? + 22 = 1.
Wybrano dowolng liczbe a € [—1;1] i dany jest wtedy uktad réwnari:

a2+ 4+ =1
ar +by+cz =0
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Rozwiazanie:
2/ Y2+ 22 —a? — axy
bl = 2 P) )
Yy -+ z
lub

-2\ Y2 + 22 —a? —axy
by = .

y2+z2

Nalezy wybra¢ jedng warto$¢ b (b lub by) i obliczy¢ c:

—ax — by
ci=—7>.
z

Analogicznie mozna obliczy¢ elementy macierzy C po rozwigzaniu uktadu
rownan:
e+ f2+d> =1
dr+ey+ fz =0
ad+be+cf =0

J— bz — cy
Viex —az)? 4 (br — ay)? + (bz — cy)?’
d(cx — az)
 bz—cy
—ad — be
f=——
c

(dwie mozliwosci d roznig sie tylko znakiem).

Przyktad trzech macierzy rodziny HR:

[0 0.43 0.3 0.852

A —0.43 0 —-0.852 0.3
—-0.3  0.852 0 —0.43|"
| —0.852 —0.3 043 0
[0 0.35 0.814 —-0.464

B_ —0.35 0 0.464 0.814
—0.814 —-0464 O —0.35 |’
| 0.464 —0.814 0.35 0
[0 0.832 —0.497 —0.245

- —0.832 0 0.245 —0.497
0.497 —0.245 0 —0.832
| 0.245 0497  0.832 0

Uwaga: Jezeli dane sa dwie macierze HR wymiaru N = 4, to trzecia macierz
mozna, obliczy¢ na podstawie zaleznosci: B-A=C, A-C = B, (C-B = A. Wlasnos¢
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ta jest charakterystyczna dla kwaternionéw bazowych ¢, 7, k. Mnozenie macierzy
Hurwitza-Radona A, B, C' dla N = 4 jest identyczne jak dla kwaternionéw bazowych
i,J,k (Tab. A.11 A.2).

W dowolnej rodzinie trzech macierzy HR o wymiarze N = 4 zachodzi:
A-B-C=4lI.

Wtiasnosé D.2

Jezeli p(N) = 4, to wowczas rodzina macierzy HR wraz z macierza identycznos-
ciowa jest grupa [4,5] ze wzgledu na mnozenie (z doktadnoscia do znaku).

Uzasadnienie: Dla N = 4 wtasnos¢ D.2 wynika z Tab. A.2. Wszystkie rodziny
macierzy HR, dla ktorych p(N) = 4, sa izomorficzne. Izomorfizm ¢ : My — My jest
zdefiniowany nastepujaco:

A1 0 0 0 O
0 A4 0 0 O
(,0(141) = 0 0 .0 0 = AQ.
0 0 O 0
0 0 0 0 4

Woéwcezas zachodzi:
(A1 - B1) = o(C1) = Cy = Ay - By = p(A1) - 0(B1)

dla dowolnych macierzy Aj, B1,C1 z rodziny My oraz As, Bo, Co z rodziny M.

Macierze HR dla N =8

Postaé¢ skosno-symetrycznej, ortogonalnej macierzy HR jest nastepujaca:

[0 al as as a4 as Qg ay

—a; O a3 —as as —a4 —a7 ag

—ag —as 0 ai ag ay —Qa4 —as

A= —as ay —aq 0 ay —ag as —a4
) —a4 —as —ag —a7y 0 ay as as
—as a4 —ar ag —a 0 —as as

—ag a7 as —as —as as 0 —a

|—a7 —ag a5 a4 —az —az Qi 0 J

Maksymalnie 7 macierzy o elementach rzeczywistych zostanie znalezionych po
rozwigzaniu kolejnych uktadéw réwnan. Ilos¢ rownan to m = 2,3,...,7, z ktérych
jedno jest kwadratowe, reszta liniowe, wiec takie uktady mozna tatwo rozwigzac.

Elementami pierwszej macierzy sa dowolne liczby rzeczywiste spelniajace (A.14).
Dla m = 2,3,...,7 zrobiono zalozenie, iz wcze$niej znaleziono (m — 1) macierzy.
Oznaczono elementy szukanej kolejnej macierzy jako by, b, ..., b7, z ktérych m liczb
jest niewiadomych, a pozostate (7 — m) liczb mozna ustali¢ dowolnie tak, aby:

T—m
Z bi2 < 1.
=1

Uktad réwnan stanowi jedno réwnanie kwadratowe:

St (A14)
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oraz (m — 1) rownan liniowych zapisanych jako

U-[by by bs by by bs b7 =0,

gdzie:

U — macierz o wymiarach (m —1) x 7, ktorej kazdy wiersz zawiera wspolczynniki
wezesniej wyznaczonych (m — 1) macierzy (sg to pierwsze wiersze kazdej ze
znanych juz macierzy, z wyjatkiem elementu 0 na przekatne;j).

Ponadto przy szukaniu ostatniej (siodmej) macierzy mozna wykorzystaé fakt, iz
dla N = 8 iloczyn sze$ciu macierzy HR jest macierz siodma (z dokladnoscia do
znaku), np. A-B-C-D-E-F=+G.

Uwaga:

W dowolnej rodzinie macierzy HR: {A, B,C, D, E, F,G} o wymiarze N = 8 za-
chodzi A-B-C-D-FE-F-G=+I.

Przyktad rodziny zlozonej z siedmiu macierzy HR jest nastepujacy:

0 0.2 0.23 0.15 0.32 0.26 0.21  —0.819]
-0.2 0 0.15 —-0.23 0.26 -0.32 0819 0.21
-0.23 —0.15 0 0.2 021 -0.819 -0.32 —0.26
A —-0.15 0.23 -0.2 0 -0.819 -0.21 026 —0.32
-0.32 -0.26 —0.21 0.819 0 0.2 0.23 0.15 |’
-0.26 032 0819 0.21 -0.2 0 -0.15 0.23
-0.21 -0.819 032 -0.26 —-0.23 0.15 0 —0.2
10.819 —-0.21 026 032 015 —0.23 0.2 (U
[ 0 0.14 0.35 0.4 0.2 —-0.362 0.644 0.3347
—0.14 0 0.4 —-0.35 -0.362 —-0.2 —-0.334 0.644
-035 04 0 0.14 0.644  0.334 —-0.2  0.362
B —-0.4 0.35 —0.14 0 0334 —-0.644 -0.362 —0.2
—0.2 0.362 —-0.644 —0.334 0 0.14 0.35 04 |’
0.362 0.2 —-0.334 0.644 —-0.14 0 —-0.4 0.35
—0.644 0.334 0.2 0.362 —0.35 0.4 0 —0.14
| —0.334 —-0.644 —0.362 0.2 -04 =035 0.14 0
0 0.23 -0.3 0.15 —-0.1 —0.807 —-0.22 —0.353]
—0.23 0 0.15 0.3 —0.807 0.1 0.353 —0.22
0.3 —0.15 0 023 —-0.22 —-0.353 0.1 0.807
O = -0.15 -03 —0.23 0 -0.353 0.22 —-0.807 0.1
0.1 0.807 0.22  0.353 0 0.23 -0.3 0.15 |’
0.807 —0.1 0.353 —0.22 —-0.23 0 -0.15 -0.3
022 -0.353 0.1 0.807 0.3 0.15 0 —0.23
10353  0.22  —-0.807 —-0.1 —0.15 0.3 0.23 0 |
0 0.43 —0.13 0.5 —0.663 0.326  0.047  0.017 7
—0.43 0 0.5 0.13 0.326  0.663 —0.017 0.047
0.13 -0.5 0 0.43 0.047  0.017  0.663 —0.326
D -05 013 043 0 0.017 —0.047 0.326  0.663
0.663 —0.326 —0.047 —-0.017 0 0.43 —0.13 0.5 ’
—-0.326 —-0.663 —0.017 0.047 —0.43 0 -05 —0.13
—-0.047 0.01v -0.663 —-0.326 0.13 0.5 0 —-0.43
|—0.017 —0.047 0.326 —0.663 —0.5 0.13 0.43 0
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[0 0.4 -0.3 —-0.66 —0.148 —0.013 0.54 —0.031]
—-0.4 0 —0.66 0.3 —-0.013 0.148  0.031 0.54
0.3 0.66 0 0.4 0.54 —0.031 0.148 0.013

o 0.66 -0.3 -0.4 0 -0.031 -0.54 -0.013 0.148
0.148 0.013 —-0.54 0.031 0 0.4 —-0.3 —0.66 |’
0.013 —0.148 0.031 0.54 -0.4 0 0.66 -0.3
—-0.54 -0.031 -0.148 0.013 0.3 —0.66 0 —-0.4
10.031 —-0.54 —0.013 -0.148 0.66 0.3 0.4 0 |
0 0.24 0.79 —-0.331 —-0.348 —-0.164 —0.244 —0.031]
—0.24 0 -0.331 -0.79 -0.164 0.348 0.031 —0.244
—-0.79 0.331 0 024 —0.244 —-0.031 0.348 0.164

r_ 0.331  0.79 —0.24 0 —-0.031 0.244 -0.164 0.348
0.348 0.164 0.244 0.031 0 0.24 0.79 —0.331|"
0.164 —-0.348 0.031 —-0.244 —-0.24 0 0.331 0.79
0.244 -0.031 —-0.348 0.164 —-0.79 —0.331 0 —0.24
10.031 0.244 -0.164 -0.348 0.331 —0.79 0.24 0
[0 —-0.696 0.057 —0.011 —-0.515 —0.127 0.373 —0.302]
0.696 0 -0.011 —-0.087 -0.127 0.515 0302  0.373
—0.057 0.011 0 -0.696 0.373 —0.302 0.515  0.127

G- 0.011  0.087  0.696 0 —-0.302 —-0.373 -0.127 0.515
0.515  0.127v —-0.373 0.302 0 —-0.696 0.057 —0.011
0.127 —0.515 0302  0.373  0.696 0 0.011  0.057
-0.373 -0.302 -0.515 0.127 -0.057 —0.011 0 0.696
| 0.302 —-0.373 —-0.127 -0.515 0.011 —0.057 —0.696 0

Jezeli zaistnieje sytuacja, ze nalezy wyznaczy¢ tylko dwie lub trzy macierze HR
z jednej rodziny o wymiarach 8 X 8, to mozna skorzystaé¢ z konkretnych wzoréw
i unikngé¢ rozwigzywania uktadéw rownan. Sposob jest nastepujacy: w macierzy A
elementy od a1 do a7 sa dowolne. W macierzy Bustalono dowolne liczby b1, ba, b3, by.
Obliczono:

x1 = b3 4 b3 + b3 + b2,
Y1 = a1b1 + agbs + azbs + a4by.

Element bs wyznaczono nastepujaco:

1 2y1a5 — \/7411‘7111 + 20,% - 4a$y% + 4aéa$ - 80%110,; - 4a§y% + Za‘é - 4aézl - 40,?,0,; + 2a§a§ - 40,?,11(1%

2 2 2
a7 + ag + ag

1 2

1 2y1a5 + \/740,‘%11 + 20,‘% — 4a$y% + 40%(1? — 8(1%110% — 4a§y% + 20,% - 4aézl - 4a§a$ + 20,?0% - 4a§zlag

2 2 2
az +ag +ag

1 2

Przyjeto jako b5 jedna z wartosci b5 albo bsa. Elementy od by do bs beda wspdlne
dla dwoch macierzy By i Bs. Pozostate dwa elementy bgy i by1 oraz bgs i byo w dwoch
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macierzach obliczono tak:

x = b7 + b3 + b3 + b} + b2,
Yy = a1b1 + asbs + asbs + aqby + asbs,

c:\/(l—x) (ag + a2) — y?,

_ —Yyae + cay

az+a?
—Yae — cay
aZ + a?
—y — agbe,
a7 ’
—y — agbe,
ar ’

)

Przyktad rodziny zlozonej z trzech macierzy HR:

By

By =

0
—0.2
~0.23
—0.15
~0.32
~0.26
—0.21
[ 0.819

0
—0.14
~0.35
—0.4
—0.2
0.362
0.726
[ 0.017

0
—0.14
—0.35
—-0.4
—0.2
0.362
—0.644

| —0.334

0.2
0

—-0.15

0.23

—0.26

0.32

—0.819
—-0.21

0.14
0
-0.4
0.35

0.362

0.2

—0.017
0.726

0.14
0
-0.4
0.35
0.362
0.2
0.334
—0.644

0.23  0.15
0.15 —0.23
0 0.2
—0.2 0
—-0.21 0.819
0.819 0.21
032 —-0.26
0.26  0.32
0.35 0.4
0.4 -0.35
0 0.14
—-0.14 0
0.726  0.017
0.017 —0.726
0.2 0.362
—0.362 0.2
0.35 0.4
0.4 -0.35
0 0.14
—-0.14 0
—0.644 —0.334
—0.334 0.644
0.2 0.362
—0.362 0.2

0.32

0.26

0.21
—0.819

0

-0.2
—0.23
—-0.15

0.2

—0.362
—0.726
—0.017

0
—0.14
—0.35

—-0.4

0.2
—0.362
0.644
0.334
0
—0.14
—0.35
—-0.4

Macierze HR dla N =2F i N >8 lub N # 2F

026 021 —0.819]
~0.32 0819 0.21
~0.819 —0.32 —0.26
021 026 —0.32
02 023 015 |’
0 —0.15 0.23
0.15 0.2
~0.23 0.2 0 |
~0.362 —0.726 —0.017]
~0.2 0017 —0.726
~0.017 —0.2  0.362
0.726 —0.362 —0.2
014  0.35 0.4
0 04  0.35
0.4 0 —0.14
~0.35  0.14 0 |
~0.362  0.644 0.3347
0.2 —0.334 0.644
0334  —0.2  0.362
~0.644 —0.362 —0.2
014 035 04
0 04 0.35
0.4 0  —0.14
~0.35  0.14 0
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Rodzina macierzy HR o elementach rzeczywistych i wymiarze N = 2¥, N > 8 lub
N # 2F jest zbudowana tak, jak rodziny macierzy HR o elementach catkowitych
wedlug wzorow (A.10), (A.11), (A.12) i (A.13). Np. dla N = 40 = 5 - 8 istnieje

Y
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siedem macierzy (podobnie jak dla N = 8), ktore powstaja nastepujaco:

A 0 0 0 O
0O A 0 0 O
Myp=10 0 —-A 0 O
0o 0 0 A 0
0o 0 0 0 —-A
gdzie:

A — macierza HR o wymiarze 8 x 8 (ze znakiem + lub -),
0 macierzg zerowg 8 X 8.

W rozdziale 2 i kolejnych wystepuja kombinacje liniowe rodziny macierzy HR
o elementach catkowitych i wymiarze N = 2,4, 8. Szersza wiedza na temat macierzy
HR pozwala na lepsze zrozumienie omawianych zagadnien.

A.3 Cechy macierzy HR

A.3.1 Teoria grafow a macierze HR

Zagadnienie budowy i wykorzystania rodziny macierzy Hurwitza-Radona moze zostaé
rozwazone nie tylko jako temat w algebrze czy topologii [29,105|, ale takze w teorii
grafow [20,39,111].

Przypomnijmy, ze grafem nazwano strukture G = {V, E'}, gdzie V jest zbiorem
wierzchotkow, a E zbiorem krawedzi [1, 10, 32, 77|. Niech V' = {1,2,...,N}, E =
{(i,7) dlai,j € V}, gdzie dla krawedzi (,7): i oznacza wierzchotek poczatkowy,
7 wierzchotek koncowy.

Dla N = 2 jedyna macierz HR ma postaé: A = [_01 (1)]

Graf skierowany G7 odpowiadajacy tej macierzy wierzchotkow (sasiedztwa) jest
nastepujacy: V = {1,2}, E = {(1,2)}. Posiada on macierz incydencji [1 —1].

Definicja A.3. Grafy odpowiadajgce macierzom HR zwane sqg grafami HR.

Przepustowosé krawedzi okreslono jako wspoétczynnik przyporzadkowany danej
krawedzi i oznaczony p(i,j). Macierze HR sa skosno-symetryczne i taka sama wtas-
no$¢ mozna przypisa¢ grafom HR, poniewaz zawsze p(i,j) = —p(j,i). Dla N = 2:

p(1,2) =1,p(2,1) = —1.

Definicja A.4. Graf jest zdefiniowany jako graf pely (skierowany) (ozn. GP),
jezeli wszystkie pary wierzchotkéw sq polgczone krawedziami, czyli p(i,j) #0 dla
kazdej pary roznych wierzchotkow.

—

Rysunek A.1. Graf pelny skierowany o dwoch wierzchotkach

Graf G; dla N =2 (Rys.A.1) jest grafem pelnym skierowanym. Brak krawedzi
(i,7) jest rownowazne temu, iz p(i,j) = 0. W celu znalezienia bazy ortogonalnej do
macierzy A nalezy dotaczy¢ macierz jednostkowy I = [{9]. Graf Gy odpowiadajacy
tej macierzy jest nastepujacy: V = {1,2}, E = {(1,1);(2,2)}, czyli ma dwie petle.
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Graf pelny, ktory posiada wszystkie petle, jest grafem petnym z petlami (GPP).
Jezeli graf pelny (GP) ma N wierzchotkow, to ilos¢ krawedzi wynosi N(N — 1)/2.
Natomiast graf petny z petlami (GPP) ma N(N + 1)/2 krawedzi.

Wprowadzono nastepujace operacje na dowolnych grafach:

suma grafow: jezeli G; = {V1, E1} 1 Go = {Va, Ex}, to

G1 UGy ={V1UVy, B3 U Ey};

iloczyn grafow: jezeli G; = {V1,E1} 1 Go = {Va, Es}, to

G1 NGy ={ViNVy, By N Ey};

roznica grafow: jezeli Gy = {V1, E1} i Go = {V4, Es}, to

G1 — Gy ={Vi — Vo, By — Eb}.
Zdefiniowano dziatania na dwoch grafach o takich samych zbiorach wierzchotkéw:

dopelnienie grafu: G = {V, E} jest grafem G' = {V,E'}, jezeli GU G = GP,
ENE =0

jezeli G = {V, E} jest grafem o przepustowosciach p(i,7), to ¢- G = {V, E} jest
grafem o przepustowosciach ¢ - p(i, j), gdzie ¢ € R;

jezeli Gy = {V, E1} i Gy = {V, Ex}, to G1 + G jest grafem o przepustowosciach

jezeli G = {V, Er1} i Gy = {V, Ey}, to G - G2 jest grafem o przepustowosciach:

N

p(i,5) =Y pl(i, k) - p2(k, 5).

k=1

Graf G; = {V, E1} jest grafem odwrotnym do Go = {V, Es}, jezeli Gy - G =
G1 - Gy = J, gdzie J jest grafem, w ktorym E = {(1,1),(2,2),...,(N,N)} oraz
dla kazdego wierzchotka i: p(i,i) = 1 (graf jednostkowy J). Dla grafow HR grafem
odwrotnym do G jest graf —G(c = —1).

Promieniem wierzchotka i jest liczba r(i) = Z;-V:lp(i,j)z.

Uwaga:

Grafy HR maja dla kazdego wierzchotka promien

r(i)=1. (A.15)
Definicja A.5. Dwa grafy: G1={V, E1} o przepustowosciach py i Go={V, E2} 0 prze-

pustowosciach ps sqg ortogonalne, jezeli dla kazdego wierzchotka i zachodzi:

N
> pi(i, ) - pa(i, j) = 0. (A.16)
j=1
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s Q Q

Rysunek A.2. Przyktad graféw ortogonalnych o wierzchotkach 1,2

(s O

Rysunek A.3. Przyktad GPP o dwoch wierzchotkach

Dla N = 2,4,8 zbior {G1,G2...GN_1} jest zbiorem grafow ortonormalnych (or-
togonalnych grafow o (i) = 1), ktore wraz z grafem jednostkowym J = G sa baza
ortonormalng. Dla dowolnych Ngrafow bazowych zachodzi:

GoUG1U...UGN_1 =GPP.

W przypadku macierzy HR o elementach catkowitych: 0,—1,1 | dla kazdej pary
grafow G1 = {V,E1} i Go = {V, Es}: E1 N Ey = (). Dla macierzy HR o elementach
rzeczywistych warunek Ej N Ey = () zostanie uogolniony do (A.16).

Uwaga:

Dla N ¢ {1,2,4,8} : p(N) < N, co oznacza, iz mozna znalez¢ jedynie baze
nieortogonalna.

W przypadku N = 4 trzy macierze HR o elementach catkowitych maja postaé:

0 1.0 O 0 0 10 0 0 0 1
-1 0 0 O 0 0 01 0 0 -1 0
A= 0 0 0 -1}~ B= -1 0 0 0f” ¢= 0 1 0 0
0 01 O 0 -1 0 0 -1 0 0 O

Otrzymano trzy skierowane grafy bazowe dla V' = {1,2,3,4}: G; = {V, E1},
E, = {(172)7 (473)}7 Gy = {‘/7 E2}a Ey = {(173)7 (274)} Gs = {‘/7 E3}a Es =
{(1,4);(3,2)}. Macierze A, B, C' mozna uwazac za macierze wierzchotkow (sasiedztwa)
odpowiednio gratfow G1,Go, G3. Minus w macierzy sasiedztwa oznacza, iz nr wiersza
jest wierzchotkiem konicowym, zad nr kolumny wierzchotkiem poczatkowym. Macierz
A+ B + C jest macierzg wierzchotkéw grafu pelnego skierowanego G; U G U Gj.
Istnieja takze nastepujace macierze incydencji:

a. dla grafu Gy:

1 -1 0 0

0o 0 -1 1)
b. dla grafu Gs:

1 0 -1 0]

01 0 -1}’

c. dla grafu Gs:
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Uwaga:

Macierze HR dowolnego wymiaru o elementach catkowitych przedstawiaja macie-
rze wierzchotkéow graféow HR.

W przypadku macierzy HR o elementach rzeczywistych elementy macierzy (a co
za tym idzie przepustowos$¢ odpowiednich krawedzi) mozna znalezé¢ po rozwigzaniu
uktadu rownan uwzgledniajacego (A.15) i (A.16). Przyktadowa rodzina HR o ele-
mentach rzeczywistych jest nastepujaca:

[0 071 —05  0.496
x,_ | 0T 0 0496 —05
0.5 0496 0  —0.71|’
|—0.496 05  0.71 0
[0 —0.198 0.534 0.822]
v, _ | 0198 0  —0.822 0.534
—0.534  0.822 0 0198’
|—0.822 —0.534 —0.198 0 |
[0 0.676 0.682 —0.28 ]
gz _ |70676 0 028 0682
—0.682 —028 0 —0.676
| 028 —0.682 0.676 0

Teoria graféw pozwala spojrze¢ na macierz HR jako na graf, w ktérym krawedzie
maja odpowiednie wagi. Wagi te stanowia wspolrzedne wektoréow bazowych.

A.3.2 Macierze HR a liczby w R?, R%, R®

W celu podkreslenia zwigzkéw macierzy HR wymiaru N=2,4,8 z liczbami zespolonymi,
kwaternionami i oktonionami rozpatrzono macierze HR o elementach catkowitych:

—1,0,1 [26].

Liczby zespolone

Dla N = 2 istnieje jedna macierz HR:

A:[_Ol (ﬂ

Niech I oznacza macierz jednostkowa dla N = 2. Woéwczas kazdej liczbie ze-
spolonej a + bi odpowiada macierz:

[“ b] — aly + bA.
—b a

Oznacza to, iz kazdy element przestrzeni R? mozna zapisa¢ jako kombinacje
liniowa macierzy HR wymiaru N = 2 oraz macierzy identycznosciowej Is.

Uwaga:

Kazda liczba zespolona posiada kombinacje liniowa macierzy HR wymiaru N = 2
oraz macierzy identycznosciowej Iy specyficzng tylko dla danej liczby przestrzeni R2.
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Kwaterniony

Dla N = 4 istnieja trzy macierze HR:

0 10 0 0 0 1 0 0 0 0 1
100 0 0 0 0 1 0 0 -1 0
A=10 00 2102 = 1 0 00"™MT 0 1 0 o
0 01 0 0 —1 0 0 10 0 0

Niech I oznacza macierz jednostkowg dla N = 4. Woéwczas kazdej liczbie w R4
(zwanej kwaternionem) a+b-i+c-j+d-k (a,b,c,d—liczby rzeczywiste, i, j, k—
bazowe jednostki urojone) odpowiada macierz:

a b c d
—b @ —d ¢ :a-I+b-A1+c-A2—|—d-A3
—c d a —b ’
—d —c b a

Oznacza to, iz kazdy element przestrzeni R? mozna zapisa¢ jako kombinacje liniowg
trzech macierry HR wymiaru N = 4 oraz macierzy identycznosciowej I4. Jednostki
urojone spehiaja: 2 =2 =k>=—-1,i-j=—j-i=—k i-k=—-k-i=j,k-j=
—j - k = i. Takie same dziatania zachodza dla macierzy A, As, A3 odpowiednio
(Tab. A.11A.2).

Uwaga:

Kazdy kwaternion posiada kombinacje liniowa trzech macierzy HR wymiaru N=4
oraz macierzy identycznosciowej I specyficzng tylko dla danej liczby przestrzeni R4

Oktoniony (liczby Cayley’a)

Dla N = 8 istnieje maksymalnie siedem macierzy HR nalezacych do jednej rodziny:

[0 al as as a4 as Qg ay
—a; O a3 —as as —a4 —a7 ag

—ag —as 0 ai ag ay —Qa4 —as

A= —a3 ay —aq 0 ay —ag as —a4
) —a4 —as —ag —a7y 0 ay as as
—as a4 —ar ag —a 0 —as as

—ag a7 as —as —as as 0 —a

|—a7 —ag a5 a4 —az —az Qi 0 ]
Opis budowy siedmiu macierzy A1, As, ..., A7 o elementach catkowitych znajduje

sie w rozdziale A.2.1. Niech I oznacza macierz jednostkowa dla N = 8. Wowczas
kazdej liczbie w R® o wspolczynnikach rzeczywistych: a,b,c,d,e, f, g, h (zwanej ok-
tonionem), ktora ma siedem bazowych jednostek urojonych, odpowiada macierz:

a-I+b-Ai+c-Ay+d-As+e-Ay+f-As5+g-Ag+h- A7

Oznacza to, iz kazdy element przestrzeni R® mozna zapisa¢ jako kombinacje
liniowa siedmiu macierzy HR wymiaru N = 8 oraz macierzy identycznosciowej Is.

Uwaga:

Kazdy oktonion posiada kombinacje liniowg siedmiu macierzy HR wymiaru N=8
oraz macierzy identycznosciowej Ig specyficzng tylko dla danej liczby przestrzeni RS.
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Rodzina macierzy HR o wymiarach N = 2,4,8 moze by¢ traktowana (dzieki
kombinacji liniowe]j z macierza identycznodciowa Iy) jako przedstawienie dowolnego
elementu odpowiednio przestrzeni R?, R* R®. Fakt ten znalazl odbicie w rozdziale
2 i dalszych.

A.3.3 Kombinacje liniowe macierzy HR

Trzy macierze HR o elementach catkowitych dla N=4 wygladaja nastepujaco:

0 10 O 0 0 10 0 0 0 1
-1 0 0 O 0 0 01 0O 0 -1 0
A= 0 OO—l’B_—l 0 OO’C_ 0 1 0 O
0O 01 0 0 -1 0 0 -1 0 0 O
Trzy macierze o elementach rzeczywistych dane sg w taki sposob:
Wi=a1-A+as-B+az-C,
Wo=0b1-A+by-B+bs-C,
Ws=c-A+cy-B+c3-C
czyli:
Wl _al a9 CL3- A
Wal = [b1 b2 b3| |B],
Wg _Cl Co Cg_ C
_al a9 CL3-
M= |by by b3
[C1 C2 (3|
przy warunkach:
3 3 3
-y R-Y i
i=1 i=1 i=1
3 3 3
Zai-bi:Zai-Ci:Zci-bi:Q
=1 =1 =1
Wyznacznik macierzy M zawsze jest réwny 1 lub —1.
Dowolny wektor s = (sg, s1, S2, $3) mozna roztozy¢ nastepujaco:
S0 S1 S92 S3
— 50 —% 52 :SQ-[+81-A+82'B+83’C
—52 S3 S0 —o1
—S83 —S82 S1 S0
=mo-L+mi-Wi+mg-Wo+ms W3
aq a9 as
:mo-I+[m1 mo mg]' bi| A+ |by| B+ |b3| C
a1 €2 c3

Wspotczynniki my, mo, ms znalezione zostang po rozwigzaniu uktadu réwnan linio-
wych.
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Analogicznie mozna postapic¢ z siedmioma macierzami dla N = 8.

Dla N =1 (liczby rzeczywiste) nie istnieje macierz HR, tylko jednostka 1: a =
a-1. Dla N > 8 liczba Radona p(N) < N i nie mozna wowczas znalezé bazy
ortogonalnej wymiaru N > 8.

Uwaga:

Jezeli rozpatrzy sie rodzine macierzy HR o elementach rzeczywistych z przedziatu
[—1; 1], to chcac zapisa¢ kwaternion czy oktonion jako macierz w bazie [38], ktora jest
rodzing macierzy HR, nalezy rozwiazaé¢: uktad 3 réwnan liniowych z 3 niewiadomymi
w przypadku kwaternionéw, uktad 7 réwnan liniowych z 7 niewiadomymi w przy-
padku oktoniondéw.

Przyktad zapisu kwaternionu w réznych bazach jest nastepujacy (dla oktonionow
obliczenia przebiegaja analogicznie). Dany jest kwaternion xg+x1-i+xo-j+x3-k
jako macierz:

Zo I ) I3 0 al as as
- T —x T —a 0 —a a
1 0 3 2 = wy - I+ wy - 1 3 2
—xI2 I3 o —T1 —as as 0 —ai
—xTr3 —I2 T ) —a3 —ag al 0
0 b1 b2 b3 0 C1 (6] C3
—bl 0 —bg bg —C1 0 —C3 C9
+ wo - + w3 -
—b2 b3 0 —b1 —C9 C3 0 —C1
—bg —bg bl 0 —C3 —C2 C1 0

Wspotczynnik wy = xg. Wspoétczynniki wy, we, w3 obliczone zostang po rozwigzaniu
uktadu réwnan:
1 =wy- a1 +w- by +ws-cy

To =Wy - Qg+ wy by + w3y (A.17)

T3 = w1 - a3+ ws - by + ws-c3

gdzie:
ai,az,as, bl, bg, b3, C1,C2,C3 dane liCZby Z macierzy HR.
Wyznacznik glowny uktadu rownan (A.17) zawsze jest rowny —1 lub 1.
Dla N = 4 zapisano macierze jednej rodziny HR w bazie, kt6ra stanowia macierze

drugiej rodziny HR [40]. Przyktad dwoch rodzin HR. Jedna {A, By, Bo}:

0
—0.531
—0.21
| —0.821

0
—0.599
—0.592
| 0.539

0
—0.599
0.778

| 0.189

By =

0.531
0
0.821
—-0.21

0.599
0

—0.539
—0.592

0.599
0

—0.189

0.778

0.21 0.821
—-0.821 0.21
0 —0.531|"
0.531 0
0.592 —0.539
0.539  0.592
0 —0.599 |’
0.599 0
—-0.778 —0.189
0.189 —0.778
0 —0.599

0.599 0
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Druga rodzinaHR {X3,Y7, Z1 }:

0 0.71  —-0.5 0.496
X, — —-0.71 0 —0.496 —0.5
"Vl o5 0496 0 —0.71|"
|—0.496 0.5 0.71 0
[0 —0.198 0.534 0.822]
v 0.198 0 —0.822 0.534
17 1-0534  0.822 0 0.198 "’
| —0.822 —0.534 —0.198 0 |
[0 0.676 0.682 —0.28]
7 —0.676 0 0.28  0.682
"7 10682 —028 0 —0.676
| 0.28 —0.682 0.676 0
Szukane sy wspotezynniki wy, we, ..., wg takie, aby spetnione byty réwnania:

X1 =w A+ weB; +wsBo
Y1 = wsA+ wsB1 + weBa
Zl = w7A + ’wgBl + wng

Rozwiazanie:
wy = 0,679
wy = —0,138
w3 = 0, 721
wy = 0,682
wy = —0, 246
we = —0, 689
wy = 0,272
wg = 0,96
wy = —0,073

Uwaga:

Majac jedna rodzine macierzy HR mozna w takiej bazie zapisa¢ druga rodzine
HR i tak znalezione wspotczynniki utworza macierze trzeciej rodziny HR: Wy, Wy, W3
(analogicznie dla macierzy HR o wym. 8 x 8).
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0 w1 w2 ws
— w1 0 —Wws3 w9
Wl — )
— W9 ws 0 —w1
| W3 —wW2 w1 0 |
[ 0 Wy Ws We i
— W4 0 —We Ws
W2 == ’
—Ws We 0 —W4y
| —we —ws Wy 0 |
[ 0 wr ws Wy i
—w 0 —w w
W3 — 7 9 8
—ws W9 0 — w7
| —Wg9 —Ws wr 0 |

Whiosek: dwie rodziny macierzy HR wyznaczaja trzecig rodzine HR (majac
rodziny A, By, By oraz Wy, Wa, W3 wyznaczono rodzine Xy, Y1, Z7).

W Dodatku omoéwiono historyczne zwiazki zagadnienia rodziny macierzy HR z
roznymi dziedzinami matematyki: algebra, teoria grafow [24,51,52,59,69,70], podano
sposoby budowy rodziny macierzy HR réznych wymiaréw o elementach catkowitych i
rzeczywistych, zbadano wtasnosci kombinacji liniowej macierzy HR i macierzy identy-
cznosciowej Iy. Podkre§lono wage macierzy HR o wymiarach N=2,4,8 w kontekscie
szukania ortogonalnej bazy oraz zwigzek macierzy HR z elementami przestrzeni R2,
R*, R®, czyli 7 liczbami zespolonymi, kwaternionami i oktonionami (liczbami Cay-
ley’a). Tylko dla N = 2,4, 8 mozna zbudowa¢ macierze o takich wymiarach, ktore to
macierze sg skosno-symetryczne i w ktérych wszystkie wiersze i kolumny sa parami
ortogonalne. Wiersze i kolumny w macierzach HR wymiaru N = 2 4,8 stanowia
ortogonalng baze przestrzeni R2R*, R® Dodatkowym waznym czynnikiem jest
tatwogc¢ znalezienia macierzy odwrotnej do macierzy HR.



Spis rysunkéw

1.1
1.2
1.3

1.4

1.5

1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11

21

2.2

2.3

24

2.5

2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11

2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17

Krzywa Béziera trzeciego stopnia. . . . . . . . .. ... L. 6
Krzywa Béziera stopnia 14. . . . . . . . . .. ..o 6
Krzywa B-sklejana trzeciego stopnia, zbudowana z pieciu krzywych

Béziera. . . . . .. 7
Aproksymacja konturu za pomoca krzywych B-sklejanych (ostatni

fragment zawiera punkty kontrolne) [59]. . . . . .. .. ... 8
Kompresja stratna: (a) oryginalny szkic Leonarda Da Vinci, (b) od-

tworzony obraz [82]. . . . .. .. 9
Tomograficzne badanie kolejnych przekrojow cztowieka [18]. . . . . . 10
Przyktad obrazu czarno-biatego. . . . . . . . . ... 14
Przyktad obrazu ztozonego z trzech konturéw. . . . . . . . . .. . .. 15

Krzywa o dziewieciu weztach ze stalym krokiem wspoétrzednej x; : h = 1. 16
Krzywa o czternastu weztach ze statym krokiem wspoétrzednej y; : h =1. 16

Przyktad weztéw opisujacych kontur. . . . . . . . .. ..o 17
Przyktad krzywej interpolowanej na weztach (z;,y;) o stalym kroku
argumentu @; . . . . . ... e 20
Przyktad krzywej interpolowanej na weztach (z;,y;) o stalym kroku
warto$cl i . . . . . Lo 21
Proporcje podziatu odcinka [a;b] maja swoje odzwierciedlenie przy
budowaniu operatora $redniego Mo . . . . . . . .. ... 26
Rysunek przedstawia pietnascie weztéw o stalym kroku pierwszej wspot-
rzednej . ..o 30
Rysunek przedstawia szesnadcie weztéw o stalym kroku drugiej wspot-
rzednej . ..o 30
Rysunek przedstawia pie¢ weztéw o statym kroku pierwszej wspotrzednej 31
Rysunek przedstawia wszystkie wezty przyktadowego konturu . . . . 31
Schemat blokowy kompresji MHR dla catego konturu . . . . . . . .. 32
Schemat blokowy podziatu catego konturu na czegci . . . . . . . . .. 33

Schemat blokowy wyznaczania weztéw kompresji dla czedci konturu K; 33
Schemat blokowy wyznaczania ekstremoéw lokalnych dla czesci kon-

turun K; ..o 34
Schemat blokowy dekompresji (rekonstrukeji) catego konturu . . . . 34
Schemat blokowy rekonstrukcji wspoétrzednych brakujacych punktow 35
Obraz obiektu oraz wydzielony kontur . . . . . .. .. .. ... ... 36
Odtworzone punkty (z,y), (¢t,u) lezace miedzy weztami (z1,y1), (z2,y2) 37
Funkcja schodkowa miedzy weztami (1;1) 1 (4;4): K =3 . ... ... 41
Oryginalna krzywa . . . . . . .. ..o oo 48



142

2.18

2.19

2.20

2.21
2.22

2.23

2.24

2.25

2.26
2.27
2.28
2.29
2.30
2.31

3.1
3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8
3.9

3.10

3.11
3.12

3.13
3.14
3.15
3.16
3.17
3.18

SPIS RYSUNKOW

Wielomian jako krzywa Béziera i punkty kontrolne potaczone od-
cinkami . . ... Lo 48
Poréwnanie btedu przyblizenia metody Béziera i MHR dla przyktado-

wej krzywe] . ... 49
Poréwnanie ztozonoéci obliczeniowej metody Béziera i MHR dla przy-
ktadowej krzywej . . . . . . .. 50
Kwadratowy obraz ztozony tylko z czarnych pikseli . . . . . . . . .. 51
Ztozonos¢ obliczeniowa MHR przy zastosowaniu operatoréow OHR wy-
miaru 2 x 2 jest rzedu O(M?) . . .. ... 53
Ztozonos¢ obliczeniowa MHR przy zastosowaniu operatoréow OHR wy-
miaru 4 x 4 jest rzedu O(M?) . . .. ... 54
Ztozonos¢ obliczeniowa MHR przy zastosowaniu operatoréow OHR wy-
miaru 8 x 8 jest rzedu O(M?2) . . . . .. ... 55
Ztozonosé obliczeniowa rzedu O(M?) w MHR przy zastosowaniu ope-
ratorow OHR wymiaru N = 2,4, 8 dla liczby weztéow s =17 . . . . . 56
Zaznaczone wezly (zi,y;) . . . . . ..o 58
Wykres zawierajacy wszystkie punkty obliczone w przyktadach 2.1 2.8 62
Kontur podzielony na trzy czesci . . . . . .. ..o 62
Wezty I czedci konturu . . . . 0 o000 62
Czes¢ odtworzonych punktow . . . . . . .. ... L 64
Czes¢é zrekonstruowanych punktéw dla konturu z Rys. 2.28 . . . . . 64
Obraz tréojwymiarowy ztozony 7z trzech konturéw dwuwymiarowych. 65
Przestrzenne obrazy ztozone z kilkunastu lub kilkudziesieciu konturéw
plaskich. . . . . . . 66
Wspoétrzedna x = axg + Bx1. Za pomocy dwoch operatoréw srednich
mozliwe jest wyznaczenie wspotrzednych y oraz 2. . . . . ... ... 67
Rozktad odtworzonych punktéow (z;y;z) z przyktadu 3.1 na punkty
(Tyy) 1 (T52). « 0 o 68
Wspoétrzedna y = ayg + fy1. Za pomoca dwdch odwrotnych opera-
torow $rednich mozliwe jest wyznaczenie wspotrzednych x oraz z. . 68
Rozktad odtworzonych punktéow (z;y;z) z przyktadu 3.2 na punkty
() 1 (Y32). « o o 69
Punkty kontrolne umieszczone na kosci (zdjecie pochodzi ze strony
internetowej http://graphics.gmu.edu/knee/MRLppt). . . . . . . .. 70
Poszczegblne etapy odtwarzania kosci na podstawie konturéw. . . . 70
Ko$c¢ szczekowa zrekonstruowana na podstawie czterdziestu o§miu kon-
tUrdw. . . 71
Wykorzystanie trzydziestu czterech konturéw do odtworzenia frag-
mentu ludzkiego ciata. . . . ..o o000 71
Interpolowany fragment konturu w ptaszczyznie XZ. . . . . .. . .. 71
Obraz 3D zrekonstruowany za pomoca konturéw naniesionych w ptasz-
czyznach XY, XZ, YZ (zdjecie pochodzi z Internetu). . . . . . . .. 72
Obiekt wytworzony w procesie LOM (zdjecie pochodzi z Internetu). 72
Schemat przetwarzania obrazu w zastosowaniach technicznych. . . . 73
Wydzielanie kanatéw wg metody HSL. . . . . ... ... . ... ... 74
Obraz obiektu oraz wydzielony kontur. . . . . .. .. .. ... ... 74
Wizualizacja obrébki w systemie AlphaCAM. . .. . . .. ... ... 75

Schemat przebiegu procesu tworzenia prototypu metoda LOM, [17]. 76



SPIS RYSUNKOW 143

4.1
4.2
4.3
4.4

4.5
4.6

5.1

5.2
9.3
5.4

9.5

5.6

9.7
5.8
5.9
5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15

5.16

5.17
5.18
5.19
5.20
5.21

5.22
5.23
5.24
5.25

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

Polozenie weztow poczatkowych i pierwszej wspotrzednej s € [a;0] . 78
Polozenie weztow poczatkowych i pierwszej wspotrzednej s € [b;e] . 78
Wezly kompresji (z;,y;) oraz wykres funkcji interpolowanej . . . . . 80
Zrekonstruowane punkty (zakreslone) umieszczono na wykresie obok

wezlow ..o 81
Polozenie dowolnego punktu s w przedziale [zo;zr—1] . . . . . . .. 82
Zrekonstruowane punkty (zakreslone) umieszczono na wykresie obok

wezlow ..o 87
Przyktadowy organ wewnetrzny cztowieka przedstawiony za pomoca

konturdw . . . .. 89
Obraz tomograficzny zatok w plaszczyznie czotowej [18] . . . . . . . 89
Fantomy w TK [2] . . .. . ... .. .. oo 89
Metoda rekonstrukcji obrazu 3D na podstawie szeregu réwnolegtych

obrazow 2D . . . ... 92
Kontur odtworzony za pomoca wielokata i model 3D zbudowany z wie-

loscianow [98] . . . ... 93
Krag ludzki zrekonstruowany na podstawie badania tomograficznego

[T07] . . o 93
Fragment krzywej ze statym krokiem wspoétrzednej y; . . . . . . .. 94
Punkty znalezione za pomocg operatora odwrotnego . . . . . . . .. 95
Przyktad krzywej ztozonej z trzech czeSci . . . . . . . ... ... 95
Punkty znalezione na linii pionowej . . . . . . . .. ... ... ... 97
Punkty charakterystyczne po obrocieokat 7 . . . . . . .. ... .. 97
Krzywa po obrocieokat # . . . . . ... oo 98
Wezly z Rys. 6.3 przesuniete o wektor (s,t) = (15,10) . . ... . .. 98
Wezty z Rys. 6.3 wyskalowane x2 . . . ... ... . ... ... ... 98
Zbiory weztow ze statym krokiem pierwszej wspotrzednej potaczone

wykresem . .. .. Lo 99
Zbiory weztéw ze stalym krokiem drugiej wspétrzednej potaczone wy-

kresem . . . .. L 99
Caty ksztatt obiektu na podstawie wszystkich weztéw z Rys.5.15, 5.16 99
Figura przed przeksztatceniem . . . . . . . .. .. ... ... .. 100
Figura po obrocie o kat 180° wzgledem punktu (0,0) . . . . ... .. 100
Figura po przesunieciu o wektor (3,7) . . . . . . .. .. .. ... ... 101
Figura po wyskalowaniu wspo6trzednej x przez 1.5, a wspolrzedne]

YDIZEZ 3. .« o o o e e 101
Fantom z zaznaczonymi weztami kompresji . . . . . . ... ... .. 102
Obraz tomograficzny 7z zaznaczonymi weztami kompresji . . . . . . . 103
Punkty kompresji opisujace kos¢ i fragment koriczyny . . . . . . .. 104
Medyczne zdjecia czarno-biate, ktére mozna skompresowac i odtwo-

rzy¢ metoda MHR. . . . . . .00 104
Przyktadowa litera . . . . . . . . . ... oo 107
Wezty kompresji . . . . . ... 107
Litera po odtworzeniu jako krzywa otwarta . . . . .. ... ... .. 108
Litera jako kontur . . . . . . . .. ... oo 108

Porownanie zdekompresowanej litery i ztozonosci obliczeniowej metod
JPEG oraz MHR . . . . . . . . ... . 109



144

6.6
6.7
6.8

Al
A2
A3

SPIS RYSUNKOW

Przyktad obrazu czarno-biatego . . . . . .. .. o000 110
Przyktad obrazu czarno-biatego poddanego kompresji RLE i MHR . 111
Poréwnanie rzedu kompresji i ztozonosci obliczeniowej metody RLE

iMHR .. 112
Graf pelny skierowany o dwoch wierzchotkach . . . . .. . .. . .. 132
Przyktad graféw ortogonalnych o wierzchotkach 1,2 . . . . .. . .. 134

Przyktad GPP o dwoch wierzchotkach . . . . . ... ... ... ... 134



Spis tablic

1.1

21

2.2

2.3

5.1

6.1
6.2

7.1

7.2

7.3

Al

A2
A3

Piksele sasiedniedlanr 1. . . . . ... ... 0oL

Poréwnanie wartosci oryginalnej krzywej i wartosci wyliczonych za
pomocag metody Béziera . . . . . ... .00
Poréwnanie wartosci oryginalnej krzywej i wartosci wyliczonych za
pomocg metody MHR . . . . . . ... ...
Poréwnanie ilosci mnozen i dzielen w MHR dla M =1024 w przypadku
uzycia operatorow OHR wymiaréw N—=2 4.8 przy liczbie weztéw s =
17,33,65,129. . . . . . L

Poréwnanie stopnia kompresji obrazéw medycznych klasy kontur dla
ogoblnie stosowanych metod kompresji i metody MHR . . . . . . . ..

Wspoétrzedne punktéow charakterystycznych . . .. . ... ... ..
Obraz binarny zapisany za pomocg 0i1 . .. ... .. .. ... ...

Poréwnanie ztozonosci obliczeniowej dekompresji MHR z uzyciem roz-
nych operatorow OHR (liczba m zalezy od ilosci weztow i jest stala
dla danej liczby weztow) . . . . . .. ..o
Poréwnanie ztozonosci obliczeniowej dekompresji metod JPEG i MHR
dla przyktadowego konturu . . . . . .. ...
Poréwnanie stopnia kompresji i ztozonosci obliczeniowej bezstratne]
dekompresji metod RLE i MHR dla przyktadowego obrazu binarnego

Mnozenie bazowych jednostek urojonych i, j, k w przypadku kwater-
NIONOW . . .« o o o e e
Mnozenie trzech macierzy HR wymiaru 4 x4 . . . ... .. .. ...
Mnozenie bazowych jednostek urojonych w przypadku oktonionow

145

49

49

o7

103

107
111

116

117

117



Bibliografia

1]

2]

3]

[4]
5]
6]
7l
8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

L. BanacHowskl, K. Diks, W. RYTTER, Algorytmy i struktury danych,
Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa 1996.

S. BASU, Y. BRESLER, O(N?log,N) Filtered Backprojection Reconstruction
Algorithm for Tomography, ITEEE Transactions on Image Processing, 9(10),
1760 1773, 2000.

A. BAUMBERG, Blending images for texturing 3D models, BMVC, 404-413,
2002.

A. BiaryYNICKI-BIRULA, Algebra, PWN, Warszawa 1971.
A. BIALYNICKI-BIRULA, Algebra z geometrig, PWN, Warszawa 1975.
A. BJOERCK, G. DAHLQUIST, Metody numeryczne, PWN, Warszawa 1983.

J.G. BRANKOV, YANG YoNGYI, M.N. WERNICK, Tomographic Image Re-
construction Based on a Content-Adaptive Mesh Model, IEEE Transactions on
Medical Imaging, 23(2), 202 212, 2004.

D. BrASSE, M. DEFRISE, Fust Fully 3-D Image Reconstruction in PET Using
Planograms, IEEE Transactions on Medical Imaging, 23(4), 413 425, 2004.

A.M BRUCKSTEIN, M. ELAD, R. KIMMEL, Down-Scaling for Better Trans-
form Compression, IEEE Transaction on Image Processing, 12(9), 1132 1144,
2003.

V. BRYANT, Aspekty kombinatoryki, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne,
Warszawa 1997.

K. CABEEN, P. GENT, Image Compression and the Discrete Cosine Trans-
form, Math 45, 1 11, College of the Redwoods.

M. CETIN, W.C. KARL, A.S. WILLSKY, Edge-preserving image reconstruc-
tion for coherent imaging applications, Proceedings of the 2002 IEEE Interna-
tional Conference on Image Processing, Rochester, NY, September 2002.

CHANG YU, Hua YINGBO, A complete family of quasi-orthogonal space-time
codes, ICASSP 2005, 777-780, 2005.

R. CHARTOFF, C. STEIDLE, D. KLOSTERMAN, G. GRAVES, N. OSBORNE,

Automated Fabrication of Custom Bone Implants Using Rapid Prototyping,
Medical Device Manufacturing & Technology 2002, 1-4, 2002.

146



BIBLIOGRAFIA 147

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

|26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

Z. CHEN, D.D. FENG, Compression of Dynamic PET Based on Principal
Componenet Analysis and JPEG2000 in Sinogram Domain, Proc. VIIth Digital
Image Computing: Techniques and Applications, 10-12 Dec. 2003, Sydney,
811 820, 2003.

E.J. CHIKOFSKY, J.H. CRrOSS, Reverse Engineering and Design Recovery:
A Tazxonomy, IEEE Software, January 1990, 13 17, 1990.

E. CHLEBUS, M. CHOLEWA, Rapid prototyping — rapid tooling, CADCAM
Forum 11/1999, 23-28, 1999.

R. CiErNIAK, Tomografia komputerowa. Budowa wurzqdzen CT. Algorytmy
rekonstrukcyjne, Wydawnictwo EXIT, Warszawa 2005.

W. CiTKO, D. JAKOBCZAK, W. SIENKO, On Hurwitz-Radon Matrices Based
Signal Processing, Signal Processing’2005, Poznan, 19-24, 2005.

T.H. CorMEN, C.E. LEISERSON, R.L. RivEsT, Wprowadzenie do algoryt-
mow, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa 1997.

L. Costa, R. ViLar, T. RETI, A.M. DEUS, Rapid tooling by laser powder
deposition: Process simulation uses finite element analysis, Acta Materialia 53,

3987 3999, 2005.

M. DEFRISE, A short reader’s guide to 3D tomographic reconstruction, Com-
puterized Medical Imaging and Graphics 25, 113 116, 2001.

N. DEGIRMENCI, S. KOCAK, Generalized self-duality of 2-forms, Advances in
Applied Clifford Algebras 13(1), 107 113, 2003.

N. DEGIRMENCI, N. OzZDEMIR, The Construction of Mazimum Independent
Set of Matrices via Clifford Algebras, Turk J Math 30, 1 13, 2006.

B.L. Dewmmowicz, I[.A. MARON, Metody numeryczne, Panstwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1965.

S.N. Dicgavi, N. ArL-DHAHIR, A. STAMOULIS, A.R. CALDERBANK, Great
Expectations: The Value of Spatial Diversity in Wireless Networks, Proceedings
of the IEEE, 92(2), 219-265, 2004.

M. Drysa, J. 1 M. JANKOWSCY, Przeglagd metod numerycznych, WNT,
Warszawa 1988.

B. ECKMANN, GruppentheoretischerBeweis des Satzes von Hurwitz-Radon
uber die Komposition der quadratischen Formen, Comment. Math. Helv. 15,
358 366, 1942/43.

B. ECkMANN, Topology, algebra, analysis — relations and missing links, No-
tices of AMS, 46(5), 520 527, 1999.

Y.C. ELDAR, Quantum Signal Processing, Ph.D. dissertation, MIT, 2001.

Y.C. ELDAR, A.V. OPPENHEIM, Quantum Signal Processing, IEEE Signal
Processing Magazine, 19(6), 12-32, 2002.



148

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

BIBLIOGRAFIA

J. FLACHSMEYER, Kombinatoryka — podstawowy wyktad w ujeciu mnogoscio-
wym, Panistwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1977.

J.D. FoLEY, A. vaAN Dam, S.K. FEINER, J.F. HUGHES, Wprowadzenie do
grafiki komputerowej, WNT, Warszawa 1995.

Z. FORTUNA, B. MACUKOW, J. WASOWSKI, Metody numeryczne, Podreczniki
Akademickie EIT, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa 1982.

E. GARDUNO, G.T. HERMAN, Optimization of Basis Functions for Both Re-
construction and Visualization, Discrete Applied Mathematics ,15 November
2002, 1 20, 2002.

A. Hurwirz, Uber die Komposition quadratischer Formen von beliebig vielen
Variabeln, Nachr. Ges. d. Wiss. Gottingen, 309-316, Math. Werke 11, 565-571,
1898.

A. Hurwitz, Uber die Komposition der quadratischen Formen, Math. Ann.
Bd. 88, 1-25, Math. Werke 11, 641-666, 1923.

D. JAKOBCZAK, O macierzach wag w hamiltonowskich sieciach neuronowych,
Informatyka Teoretyczna i Stosowana  Computer Science, Politechnika Czes-
tochowska, Instytut Matematyki i Informatyki, 4(6), 119-124, 2004.

D. JAKOBCZAK, Macierze Hurwitza-Radona jako macierze bazowe, Infor-
matyka Teoretyczna i Stosowana  Computer Science, Politechnika Czesto-
chowska, Instytut Matematyki i Informatyki, 4(7), 113-119, 2004.

D. JAKOBCZAK, Zastosowanie graféw Hurwitza-Radona 1 baz nieortogonal-
nych w przesytaniu i kodowaniu informacyi, I Konferencja ,Nowe technologie
w ksztatceniu na odlegto$é¢”, Koszalin-Osieki 2005, 87-95, 2005.

D. JAKOBCZAK, Hurwitz-Radon Matrices and Their Children, Informatyka

Teoretyczna i Stosowana ~ Computer Science, Politechnika Czestochowska, In-
stytut Matematyki i Informatyki, 5(8), 29-38, 2005.

D. JAKOBCZAK, O algebrze rodziny macierzy Hurwitza- Radona, w druku, pub-
likacja ukaze sie w materiatach z Konferencji Naukowej ,Metody 2004, Ustron
2004.

D. JAKOBCZAK, O kwantowym przetwarzaniu sygnatow i bazach nieortogonal-
nych z zastosowaniem macierzy Hurwitza-Radona, Informatyka Teoretyczna
i Stosowana — Computer Science, Instytut Matematyki i Informatyki, Politech-
nika Czestochowska, 5(9), 167 174, 2005.

D. JAKOBCZAK, O rekonstrukcyi konturéw obrazéw czarno-biatych w ksztatce-
niu na odlegtosé, 11 Krajowa Konferencja Naukowa ,,Nowe technologie w ksztat-
ceniu na odlegtosdé”, Koszalin-Osieki 2006, 185 192, 2006.

D. JAKOBCZAK, J. JAKUBOWSKI, Kompresja i dekompresja krawedzi obrazu
2D z wykorzystaniem dyskretnego, ortogonalnego operatora Hurwitza-Radona,
Zbior prac ,Metody i techniki zarzadzania w inzynierii produkcji”, Akademia
Techniczno-Humanistyczna w Bielsku-Biatej, 43-70, 2006.



BIBLIOGRAFIA 149

|46]

|47]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

D. JAkOBCzZAK, W. KOSINSKI, Operator Hurwitza-Radona w kompresji @ re-
konstrukcyi konturéw, materiaty z konferencji, V Sympozjum Naukowe , Tech-

niki Przetwarzania Obrazu”, 394-405, Serock 2006.

D. JAKOBCzZAK, W. SIENKO, O zastosowaniu rodziny macierzy Hurwitza-
Radona w systemach przetwarzania sygnatow, 11 Krajowa Konferencja Elek-

troniki Kotobrzeg 2003, 683-687, 2003.

J. JAKUBOWSKI, Rozwdj cyfrowego modelu produktu 1 procesu w in-
zynieris produkcyi, Inzynieria produkcji  wybrane zagadnienia, Uniwersytet
Zielonogorski, Zielona Géra, 41-58, 2005.

J. JAKUBOWSKI, D. JAKOBCZAK, Planowanie procesu technologicznego
2z uwzglednieniem cech technologicznych wyrobu. Inzynieria produkcyi
technologia, informacja, innowacja, Uniwersytet Zielonogoérski, 59-72, Zielona
Gora, 2006.

S. KARMAKAR, B.S. RAJAN, Minimum-Decoding-Complezity, Maximum-rate
Space-Time Block Codes from Clifford Algebras, ISIT 2006, Seattle, USA,
788 792, 2006.

P. KiciAk, Podstawy modelowania krzywych 4+ powierzchni. Zastosowania
w grafice komputerowej, WNT, Warszawa 2005.

M. KNappP, A. KANITSAR, M.E. GROELLER, Semi-Automatic Topology In-
dependent Contour-Based 2.5D Segmentation Using Live- Wire, Journal of
WSCG, 12(1-3), 2004.

T. KoBavasHi, T. YosHINO, Compact Clifford-Klein forms of symmetric
spaces, ArXiv:imath.DG/0509543, 1 70, 2005.

J. Komorowskl, Od liczb zespolonych do tensordw, spinoréw, algebr Liego
1 kwadryk, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1978.

G. KoNTaxakis, L.G. STRAUSS, Mazimum Likelihood Algorithms for Ima-
ge Reconstruction in Positron Emission Tomography, Radionuclides for Onco-
logy — Current Status and Future Aspects, MEDITERRA Publishers, Athens,
73 106, 1998.

R.A. KOSINSKI, Sztuczne sieci neuronowe  dynamika nieliniowa 4 chaos,
Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa 2002.

S. KRAMARZ, Angenaeherte Aufloesung von Systemen linearer Gleichungen,
Bull. Acad. Polon., Sci. Lett., 35, 355 357, 1937.

D. KuNDUR, D. HATZINAKOS, A Nowvel Blind Deconvolution Scheme for Image
Restoration Using Recursive Filtering, IEEE Transactions on Signal Proce-
ssing, 46(2), 375 390, 1998.

R.L. LAGENDUIK, J. BIEMOND, C.P. QuisT, Low Bit Rate Video Coding for
Mobile Multimedia Communications, Project DEL44.3461: Mobile Multime-
dia Communication: Wireless Access to the Information Superhighway, the
Netherlands’ Foundation for Technical Sciences, 1-4, 1997.



150

|60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

|67]

[68]

|69]

[70]

[71]

72]

73]
[74]

|75]

[76]

BIBLIOGRAFIA

A. LAINE, X. ZONG, Border identification of echocardiograms via multiscale
edge detection and shape modeling, Proc. of the IEEE International Conference
on Image Processing, Lausanne, Switzerland, 111, 287-290, 1996.

S. LANG, Algebra, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1984.

L.J. LATECKI, R. LAKAEMPER, Convexity Rule for Shape Decomposition

Based on Discrete Contour Ewvolution, Computer Vision and Image Under-
standing, 73(3), 441-454, 1999.

C. LE BUHAN JORDAN, F. Bossen, T. EBRAHIMI, Scalable Shape Represen-

tation for Content Based Visual Data Compression, International Conference
on Image Processing, Santa Barbara, CA, USA, 1997.

H.C. LEE, On the composition of quadratic forms, Proc. N.A.S., Mathematics,
33, 379-381, 1947.

M.A. LepLEY, JPEG2000 and WSQ Image Compression Interoperability,
MITRE Technical Report, February 2001.

M.G .LOFDAHL, Multi-frame blind deconvolution with linear equality con-
straints, w: Image Reconstruction from Incomplete Data II, Bones, Fiddy &
Millane, Seattle, Washington, USA, 1 10, 2002.

D. MaDEJ, Komputerowa analiza rysunkow na potrzeby systemow kompute-
rowego wspomagania projektowania, praca doktorska, Instytut Podstawowych
Probleméw Techniki PAN, Warszawa 1992.

K. MALCZEWSKI, R. STASINSKI, Zwieckszanie rozdzielczoSci przestrzennej
obrazow pochodzgcych z sekwencji obrazow niskiej jakosci, Poznanskie Warsz-
taty Telekomunikacyjne, Poznan, 1 4, 2004.

W. MALINA, M. SMIATACZ, Metody cyfrowego przetwarzania obrazow, Aka-
demicka Oficyna Wydawnicza EXIT, Warszawa 2005.

J. MARKER, I. BRAUDE, K. MUSETH, D. BREEN, Contour-Based Surface

Reconstruction using Implicit Curve Fitting, and Distance Field Filtering and
Interpolation, Volume Graphics 2006, 1-9, 2006.

K. MAURIN, Analiza, PWN, Warszawa 1971.

S. McMAINS, Double Sided Layered Manufacturing, Proceedings of JUSFA02,
Hiroshima, Japan, 1 4, 2002.

A. MosTOwWSKI, M. STARK, Algebra liniowa, PWN, Warszawa 1958.
A. MosTowsKl, M. STARK, Elementy algebry wyzszej, PWN, Warszawa 1958.

H.A. MUELLER, J.H. JAHNKE, D.B. SmiTH, M-A. STOREY, S.R. TILLEY,
K. WONG, Reverse Engineering: A Roadmap, ,,The Future of Software Engi-
neering”, Anthony Filkenstein (Ed.), ACM Press 2000.

R. PajaroLa, P. WIDMAYER, An Image Compression Method for Spatial
Search, IEEE Transactions on Image Processing, 9(3), 357-365, 2000.



BIBLIOGRAFIA 151

|77]

[78]

[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

[85]

|86]

[87]

[88]

[89]

[90]

[91]

92]

[93]

7. PAaLKA, A. RuciNski, Wyktady z kombinatoryki, Wydawnictwa Naukowo-
Techniczne, Warszawa 1998.

A. PauLraJ, R. NaBar, D. GORE, Introduction to Space-Time Wireless
Communications, Cambridge University Press 2003.

T. PavLipis, Algorithms for Graphics and Image Processing, Computer Science
Press, Inc, 1982.

R. Pizzio, P.R.G. FrRANCO, Computerized Tomography Image Compression:
PIC x WTC, Proc. of the XIIIth Brazilian Symposium on Computer Graphics
and Image Processing, 2000.

T. PoGaGio, S. SMALE, The Mathematics of Learning: Dealing with Data,
Notices of the American Mathematical Society, 50(5), 537-544, 2003.

D.V. PoprEL, Compact Graph Model of Handwritten Images: Integration into
Authentification and Recognition, ArXiv:cs.HC /0207013, 4 July 2002.

A. PRZELASKOWSKI, Kompresja danych. Podstawy. Metody bezstratne. Kodery
obrazow, Wydawnictwo BTC, ISBN 83-60233-05-5, 2005.

J. RADON, Lineare Scharen orthogonaler Matrizen, Abh. Sem. Hamburg I,
1 14, 1923.

A. RALSTON, Wstep do analizy numerycznej, Panstwowe Wydawnictwo
Naukowe, Warszawa, 1975.

D. Ri1vEes, Standard kompresji obrazow JPEG2000 z uwzglednieniem zas-
tosowan w medycynie, Praca dyplomowa-inzynierska, Politechnika Warsza-
wska, Wydziat Elektroniki i Technik Informacyjnych, Instytut Radioelektro-
niki, Warszawa 2002.

[.J. SancHES, E.P. RIBEIRO, Lossless Image Compression of Computerized
Tomography Projections, w: Proc. of the XIVth Brazilian Symposium on Com-
puter Graphics and Image Processing, 2001.

K. SAvyooD, Kompresja danych — wprowadzenie, Oficyna Wyd. READ ME,
ISBN 83-7243-094-2, 2002.

D. SHAPIRO, Products of Sums of Squares, Expo Math. 2, 235-261, 1984.

D.B. SHAPIRO, M. SzYJEWSKI, Product Formulas for Quadratic Forms, Bo-
letin de la Sociedad Matematica Mexicana, 37, 463 474, 1992.

Y. SHEN, R. ZHANG, Image Blind Deconvolution, EE368 Project Spring 2000,
Stanford University, USA, 2000.

W. SIENKO, Quantum Aspects of Passive Neural Networks, AIP Conf. Proc.
517, 345 350, 1999.

W. SIENKO, Quantum Aspect of Passive Neural Networks, Proc. of Third Inter-
national Conference on Computing Anticipatory Systems, Liege, Belgia, 1999.



152

[94]

[95]

[96]

97]

[98]

[99]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

[107]

BIBLIOGRAFIA

W. SieNkKO, W. CiTkO, Hamiltonian Neural Net Based Signal Processing,

International Conference Signal and Electronic System, ICSES’2002, Wroctaw-
Swieradow Zdroj 2002.

W. SieNkO, W. CiTtKO, On Very Large Scale Hamiltonian Neural Nets,

w: Neural Networks and Soft Computing. red. L. Rutkowski, J. Kacprzyk,
Springer PhysicaVerlag, Heidelberg, NY, 2003.

W. SiENkO, W. CiTKO, D. JAKOBCZAK, Learning and system modeling
via Hamiltonian neural networks, w: Artificial Intelligence and Soft Com-
puting - ICAISC 2004, 7th Int. Conference, Zakopane, Poland, June 2004;
L. Rutkowski, J. Siekmann, R. Tadeusiewicz, A. Zadeh, (Eds.), Lecture Notes
on Artificial Intelligence, vol. 3070, 266 271, Springer-Verlag, Berlin, Heidel-
berg, 2004.

W. SiERkO, W. C1TKO, B. WIiLAMOWSKI, Hamiltonian Neural Nets as a Uni-
versal Signal Processor, The 28" Annual Conference of the IEEE Industrial
Electronics Society IECON’2002, Sevillia, Hiszpania, 2002.

C. SousseN, A. MOHAMMAD-DJAFARL, Polygonal and Polyhedral Con-
tour Reconstruction in Computed Tomography, IEEE Transactions on Image
Processing, 13(11), 1507 1523, 2004.

Y

C. SOUSSEN, A. MOHAMMAD-DJAFARI, Contour-based models for 3D binary

reconstruction in X-ray tomography, Laboratoire des Signaux et Systemes,
1 12, 2004.

F.H.P SpaaN, R.L. LAGENDIJK, J. BIEMOND, Shape Coding Using Polar
Coordinates and the Discrete Cosine Transform, Project DEL55.3671: Mo-
bile Multimedia Communication, the Netherlands Organization for Scientific
Research, 1997.

R. STAROSOLSKI, Przeglgd metod bezstratnej kompresji obrazéw medycznych,
Studia Informatica, 25, 2(58), 49 66, 2004.

J. STOER, R. BURLISCH, Wstep do metod numerycznych, PWN, Warszawa
1990.

G. SZCZUREK, Zastosowanie metod morfologii matematycznej do detekcji
i dekompozycji obrazow, Telekomunikacja i techniki informacyjne 1-2/2003,
67 90, 2003.

R. TaprusiEwicz, P. KOROHODA, Komputerowa analiza i przetwarzanie
obrazow, Wydawnictwo Fundacji Postepu Telekomunikacji, Krakéw 1997.

TaNG KA1, Geometric Optimization Algorithms in Manufacturing, Computer-
Aided Design & Applications, 2(6), 747-757, 2005.

V. TAROKH, H. JAFARKHANI, R. CALDERBANK, Space-Time Block Codes
from Orthogonal Designs, IEEE Transaction on Information Theory, 45(5),
1456 1467, 1999.

G. TaroN, E. RokiTa, M. SIERZEGA, S. KrEK, J. KuLiG, A. URBANIK,

Oprogramowanie do rekonstrukcyi © analizy 3D obrazéw diagnostycznych, Polish
Journal of Radiology, 70(3), 64-72, 2005.



BIBLIOGRAFIA 153

[108]

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]
[115]

[116]
[117]

[118]

[119]

[120]

[121]

[122]

[123]

K. Tvr, Przeglgd metod kompresji, http://kni.kul.lublin.pl/ ktyl/,
072006.

C. UEFFING, Wavelet based ECW image compression, ,Photogrammetric Week
017, D. Fritsch & R. Spiller, Eds., Wichmann Verlag, Heidelberg, 299 306,
2001.

N. VAKHANIA, Orthogonal random wvectors and the Hurwitz-Radon-FEckmann

theorem, Proc. of the Georgian Academy of Sciences, Mathematics, 1(1),
109 125, 1993.

P. WALECKIL, J. TRABKA, Miary fraktalne w neuroobrazowaniu, Konferencja
,Sztuczna inteligencja w inzynierii biomedycznej”, 19.10.2004, Krakow, 1-4,
2004.

T.A. WELCH, A Technique for High Performance Data Compression, IEEE
Computer, 17(6), 8 19, 1984.

B.M. WIENEKE-TouTAOUl, H-W. GERBER, Rapid Prototyping Technology
New potentials for offshore and abyssal engineering, Paper No. 2003-JSC-314,
1 6, 2003.

Wikipedia.pl—encyklopedia internetowa.

M. WiLLis, Algebraic Reconstruction Algorithms for Remote Sensing Image
Enhancement, Thesis, Department of Electrical and Computer Engineering,
Brigham Young University, August 2000.

N. WirrH, Algorytmy + Struktury danych — Programy, WNT, Warszawa 2000.

P. WROBLEWSKI, Algorytmy — struktury danych i techniki programowania,
Wydawnictwo HELION 2003.

J. XIAN, Reconstruction algorithm in lattice-invariant signal spaces, Journal
of Zhejiang University SCIENCE, 760-763, ISSN 1009-3095, 2005.

XIANG Bal, L.J. LATECKI, WEN-YU L1u, Skeleton Pruning by Contour Parti-
tioning with Discrete Curve Evolution, IEEE Transactions on Pattern Analysis
and Machine Intelligence, 1 37, 2005.

XU FanNG, K. MUELLER, Accelerating Popular Tomographic Reconstruction
Algorithms on Commodity PC Graphics Hardware, IEEE Transactions on Nu-
clear Science, 52(3), 654 661, 2005.

W. Zaiac, Cyfrowe przetwarzanie danych medialnych, Konferencja naukowa
KNWS'04 Informatyka sztuka czy rzemiosto”, 23 25.06.2004, 167 172,
2004.

J. ZALETELJ, J.F. TASIC, Optimization and Tracking of Polygon Vertices for
Shape Coding, Springer Berlin / Heidelberg 2003.

J-K. Zuana, T. DavipsoN, K.M. WONG, Efficient Design of Orthonormal
Wawvelet Bases for Signal Representation, IEEE Transactions on Signal Process-
ing, 52(7), 1983-1996, 2004.





